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1. L’expression définissant f(z,y) a un sens si et seulement si y? # 1, 1+ zy # 0 et fj AN 0,
Ly
ce qui équivaut a :
(1-y*>0 ou y*—1>0) et (z+y)(1+ay)>0.
Les applications aq : (7,y) — 1 —y% as = —aq et a3 : (z,y) — (z + y)(1 + zy) sont continues

sur R? car polynomiales. Les ensembles U; = {(z,y) € R?; a;(z,y) > 0}, pour i € [1,3], sont
donc des ouverts de R2. Or, ce qui précéde montre que

D= (UlUUQ)ﬂUgg.

La notion de partie ouverte est stable par union quelconque et intersection finie, donc D est un
ouvert de R?.

2. La fonction (z,y) — 1}y2 est de classe C! sur D en tant que fraction rationnelle dont le

T4y
1+zy

méme raison, et elle est & valeurs dans R . La fonction In est de classe C Lsur R?% . Par composition
et produit, f est de classe C' sur D.

3. On a, pour tout (z,y) € D,

gz 1 1+ay—(x+y)y T+y 71_ 1
9 ,y)—l_y2< 1+ zy)? ><1+xy> @y +ay)

dénominateur ne s’annule pas sur D. La fonction (x,y) — est de classe C! sur D pour la

et

(1-y*)f(zy) =In (1:6:92) ’

donc en dérivant par rapport a y,

(1- y2)g—£

1+xy—(:v+y)x> <x+y>1:( 1— 22

(@y) = 2yf(z.y) = < (1+ zy)? 1+axy r+y)(1+xy)

On en déduit que pour tout (z,y) € D,

(1= ) = -2 L ) 2080,

c’est-a-dire que f est solution de (E) sur D.

4.Six>0etye€]0,1], alors (z,y) € D car 1 —y? > 0 et (x +y)(1 + xy) > 0. De plus, 1/ >0
donc de la méme fagon, (1/z,y) € D. Enfin

1 1 1z +y 1 1+ xy 1 z+y
f<95’y> 1—2/2n<1+y/x> 1—y2n<x+y> 1—y2n<1—|—xy f(z.y)

5. Soit y €]0,1] fixé. Alors la fonction g : z +— Ty
14+ 2y

rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas, et pour tout z € Ry,

est de classe C! sur R, comme fraction

1+zy—(z+y)y 1—y?
Igj = = >0
9(z) (1+ zy)? (1+ zy)?

Donc g est (strictement) croissante sur Ry. Or g(0) = y et g(z) — 1/y lorsque © — +o00, donc
pour tout z € Ry,

x+y
O0<y<
v= 1+ a2y

<

< | =



La fonction In est croissante sur R, donc finalement, pour tout (z,y) € Ry x]0,1],

r+y
14+ 2y

i) <o (52 ) < -,
ce qui est le résultat souhaité car —In(y) = |In(y)| pour y €]0,1].

6. Pour tout y €]0,1], (0,y) € D et
In(y)
1—9y?

f(0y) =

La fonction y +— f(0,y) est continue sur ]0,1[ (elle y est méme de classe C! d’aprés la question
2). On a

0, ~ In(y) < 0.
F0y) ~, ()
L’intégrale fol In(y) dy est une intégrale de référence convergente, donc par comparaison de fonc-
tions négatives, y — f(0,y) est intégrable sur ]0,1/2[ par exemple. De plus,
In(y) In(y) 1 1
L, —

~ S (1) = —=.
1—y2 y—1— 2(1—y) y—1— 2 n( )

On en déduit que y — f(0,y) est prolongeable en une fonction continue sur |0,1], et finalement,
elle est intégrable sur |0,1].

Pour tout = € Ry, y — f(z,y) est définie et continue par morceaux sur |0,1[ car R4 x ]0,1[C
D. Alors, d’aprés I'inégalité de la question précédente (divisée par 1—y? > 0) et par comparaison
de fonctions positives, pour tout x € Ry, y — f(z,y) est intégrable sur ]0,1].
7. a. On applique le théoréme de continuité pour les intégrales a parameétres. D’aprés les
questions 5 et 6, pour tout x € Ry, y — f(z,y) est continue par morceaux et intégrable sur |0,1[
et on a I’hypothése de domination car le majorant % ne dépend pas de z. Pour tout y €]0,1],
x +— f(z,y) est continue sur Ry (elle y est méme de classe C' d’aprés 2). D’aprés le théoréme
cité ci-dessus, F' est continue sur R, .

b. Soit x €]0, + oo[. D’apreés la question 4,

1 1
<x> /]0’1[1‘ (xy> y ]071[f(1‘,y) y (z)

En particulier, F'(1) = —F(1), et donc F(1) = 0.
c. D’aprés les deux questions précédentes, F(1/x) — F(0) lorsque x — 400, et donc
F(x) — —F(0) lorsque = — +o0.
8. a.



9. a. Soit n € N. La fonction y — y?*In(y) est continue sur ]0,1]. Soit a €]0,1]; les fonctions
y+— 2" /(2n + 1) et y — In(y) sont de classe C! sur [a,1], donc par intégration par parties,

1 ) y2n+1 1 1 y2n+1 1
"1 dy = 1 — d
[ iy = | mgnw)] - [

a2n+1 2n+1

in(e) - [ 22T :
= — - | — _— ——
m+1 T @nt D2, am0r (20 + 1)2

car a®"*11n(a) — 0 lorsque a — 0% par croissances comparées. On en déduit que l'intégrale
f]O,l[ y*" In(y) dy converge et que

1
Iy dy = ———.
/}071[2/ (y) dy Gn T 12

b. Pour tout y € |—1,1[, on a

+oo
>
n=0

(série géométrique de raison y? avec |y?| < 1).

F(O):/ 1_ / Zanln
10,1 10,1 4

Posons, pour tout n € N et y €]0,1[, f.(y) = y*"In(y). Pour tout n € N, la fonction f, est
continue par morceaux et intégrable sur |0,1[ d’aprés la question précédente (elle est de signe
constant sur ]0,1[). D’aprés le début de cette question, la série de fonctions ), -, f converge

On a donc

simplement sur ]0,1[ vers la fonction y — (y%, qui est continue (et en particulier continue par
morceaux) sur |0,1[. Enfin, la série

1
Z:O/ | fuly \dy—§/ dy—Z:OrHl)Q

est convergente par comparaison de séries & termes positifs : son terme général est équivalent &
1/(4n?), et la série >, <, 1/(4n?) est (a un facteur prés), une série de Riemann d’exposant 2 > 1
donc convergente.



D’aprés le théoréme d’intégration terme & terme pour les intégrales généralisées, on en déduit
que l'intégrale définissant F'(0) est absolument convergente (ce que l'on savait déja d’apres la
question 6), avec

00 +00 -1 71-2
F(O) = TLZ:O/}O,I[fn(y) dy = nz;) (2n n 1)2 - _g

d’aprés la question 8.b.

10. a. On va appliquer le théoréme de la classe C! pour les intégrales & paramétres. D’aprés la
question 6, pour tout x €10, 4+ oo|, y — f(z,y) est continue par morceaux et intégrable sur ]0,1].
Pour tout y €]0,1[, x — f(z,y) est de classe C* sur ]0, + oo[ d’aprés 2 et pour tout z > 0,

of 1
_(xay) =
Ox (x 4+ y)(1 + xy)
s : of .
d’aprés la question 3. Pour tout z €]0, + oof, y — a—(x,y) est continue par morceaux sur
T

10,1[ (fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas). Fixons a €]0, + oco[. Pour tout
(z,y) € [a, + oo] x ]0,1],
1

a+y

%(l’,y)‘ <

Le majorant définit une fonction continue sur [0,1], donc intégrable sur ]0,1[. Par comparaison de

fonctions positives, pour z € [a, + o[, y — a—(x,y) est intégrable sur ]0,1[ et on a I’hypothése
x
de domination car le majorant précédent ne dépend pas de =z > a.

D’aprés le théoréme cité ci-dessus, F' est de classe C! sur [a, + oo[ pour tout a > 0, donc elle
est de classe C! sur |0, + oo|, et pour tout x > 0,

of 1
Fl(z) = —(z,y)d :/ d
) 10,1] aﬂf( v)dy 101 ( +y)(1 + 2y) Y

b. Fixons z €]0,1[U]1, + oo[. Décomposons la fraction rationnelle

1
(x+Y)1+2Y)

en éléments simples; les poles (racines du dénominateur) de cette fraction sont —x et —1/x, ils
sont distincts car x? # 1; il existe (a,b) € R? tel que

1 a b

G V(1 +aY) 247V  T1tav

En multipliant cette égalité par « + Y et en évaluant le résultat simplifié en —zx, puis en la
multipliant par 1 + zY" et en évaluant le résultat simplifié en —1/z, on obtient

1 ¢ 1 T
e = = .
x—1/z 22-1

a =
1— a2

On a donc notamment, pour tout y €10,1],

1 ! (1 x )
(@+y)(l+ay) 1-a*\z+y l+ay/)

On en déduit que

1 1 dy z
F/ T :/ d = / —/ d 9
(=) j0.1[ (@ +y)(1 +zy) YT ( oty Joa Lty g




ces deux intégrales étant convergentes (intégrales sur |0,1[ de fonctions continues sur [0,1]).
Finalement,

/(@) = 1= (I + )l — n(1 +a9)]})

=1 2 —1x2 (In(z +1) —In(z) —In(1 4+ 2z)) = — 1111_(3;)2 = —f(0,z).

c. La fonction F est de classe C! sur ]0, + oo, donc en utilisant la question précédente, on a

Fi(1) = lim F'(z) = — lim f(0.2) =

r—1- r—1— 2
d’aprés les calculs de la question 6.

De plus, pour ¢t €]0,1],
In(t)

F'(t) =
(t) t2—1tﬂ—o-)k

“+o0.

Soit x €]0, + oo[. La fonction F' est & valeurs réelles, continue sur [0,x], dérivable sur ]0,z[, donc

d’apres égalité des accroissements finis, il existe ¢, €]0,z[ tel que F(x) — F(0) = F'(c;) z.
Sachant que ¢, — 07 lorsque 2 — 0T, on en déduit que
Fx)—F
@-FO)
x z—0t

donc la courbe représentative de F' posséde une demi-tangente verticale (dirigée par j) au point
(0, — 72 /8) d’abscisse 0.

11. L’allure de la courbe est basée sur les données suivantes établies dans cette partie :

F(0) = —x%/8, F(1) = 0, F'(1) = 1/2, F(x) — 72/8 lorsque z — +o00, F est strictement
croissante sur Ry (d’aprés la question 10.b), la courbe posséde une demi-tangente verticale au
point d’abscisse 0.

<. ool

12. a. Soit M un point de C; de coordonnées (a,b). Si le point M n’était pas un point régulier

de Cq1, on aurait
0¢ ¢ _
(Go@h gotad)) = 0o

avec ¢(a,b) = 1. L’équation (F) au point (a,b) donnerait donc 2b = 0, ce qui est absurde car
(a,b) € A. Le point M est donc régulier.

b. La tangente au point M de coordonnées (a,b) a pour équation

9 9¢
dy

L ab)w — )+ o (@b)y —b) =0.



13. D’aprés (F), et sachant que ¢(a,b) =0, on a

¢ ¢
2,99 1299 _
(I1-a )Bw (a,b) — (1 =0 )8y (a,b) =0
c’est-a-dire

det 7 7 (grad ¢(a,b),u(a,b)) = 0.

On en déduit que u(a,b) est colinéaire a grad ¢(a,b). De plus, si a® # 1 ou b% # 1, u(a,b) est non
nul. Dans ce cas, sachant que grad ¢(a,b) est normal a Co au point régulier M, c’est aussi le cas
de u(a,b).

14. Pour (z,y) € D, on a les équivalences suivantes :

T+Yy
1—|—xy_

flzy) =0 < & ry—r—y+1=0

& (z-1Dy-1)=0 < z=1louy=1

Or, pour y € R, (1,y) appartient & D (c’est-a-dire vérifie la condition de la question 1) si et
seulement si 32 # 1 (dans ce cas, pour un tel couple, on a (z +y)(1 +2y) = (1 +y)? > 0). Pour
r € R, (z,1) n’appartient pas & D (pour un tel couple, on a y? = 1).

En conclusion, la courbe d’équation f(z,y) = 0 est donc la droite d’équation x = 1 privée
des deux points de coordonnées (1,1) et (1, —1).

15. Une fonction ¢ définie sur A est de classe C! et ne dépend pas de sa premiére variable si
et seulement si il existe une fonction ¢ :]—1,1[— R de classe C! telle que pour tout (z,y) € A,
o(z,y) = ¢(y). Dans ce cas, la fonction ¢ est solution de (E) sur A si et seulement si pour tout
y e]-1,1],

2up(y) — (1 — ") (y) =0, de @(y) = . 3yy2s0(y)-

On reconnait une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 1 sans second membre, a coef-
ficient continu. La fonction y — —In(1 — y?) est une primitive sur |]—1,1] de y — %, donc la
solution générale de 1’équation différentielle précédente s’écrit

ou k € R.

kexp(—In(l—y?) =
yrkexp(=In(l-y%) = 73
Les solutions de (E) sur |—1,1[ qui ne dépendent pas de leur premiére variable sont donc les
fonctions de la forme

ou k € R.

16. a. Les racines du polynomes X2 — (u +v)X +uv = (X —u)(X — v) sont u et v (racines
distinctes car (u,v) € Q).

b. La fonction 1 est polynomiale donc de classe C!. Si (u,v) € 2, on a
(u+v)? —duv = (u—v)2>0

donc ) est a valeurs dans €2'. Soit (s,t) € Q. D’aprés les liens coefficients /racines, si (u,v) € C2,
la relation 1 (u,v) = (s,t),i.e. u+v = s et uv = t, équivaut au fait que u et v soient les racines
du polynome X2 — sX +t. Le discriminant de ce polynéme est s — 4t > 0, donc il posséde deux
racines réelles distinctes u et v, et le couple (u,v) est unique si I'on impose la condition v < w.
Ainsi 1) est une bijection de Q sur €.
c. Pour tout (u,v) € €,

11
vou

Jyp(u,0) = =u—v>0.

La fonction 9 est une bijection de classe C' de € sur €' dont le jacobien ne s’annule pas sur €,
donc d’aprés le théoréme de caractérisation des Cl-difféomorphismes (ou d’inversion globale), v
est un C'-difféomorphisme de Q sur .



17. a. D’aprés la question précédente, 1)~ est une fonction de classe C' sur €' a valeurs dans
). Par composition, h = got~! est de classe C! sur ', a valeurs réelles, et vérifie g = ho1, i.e.,

V(uw) € Q, g(uw) = h(u+v,uv).

b. D’aprés la régle de dérivation en chaine, on a pour tout (u,v) € €,

dg oh oh
%(u,v) = %(u +vuv) x 1+ E(u + v,uv) X v,
dg oh oh
%(u,v) = %(u +vuv) x 1+ E(u + v,uv) X u.
On a donc, pour tout (u,v) € Q, les équivalences :
0g _ Og Oh _ Oh Oh B
%(u,v) = %(u,v) & E(u +v,uv) X v = T (u+vuv) xXu < 5 (u 4 v,uv) =0,

car, si (u,w) € Q, on a u # v. Sachant que 9 : (u,v) — (u+ v,uv) est une bijection de  sur ',
on a l'équivalence de (7) et (7).

18. a. Comme le rappelle I’énoncé, th est définie sur R, a valeurs dans |—1,1[. De plus, elle
est strictement croissante (et de classe C!, avec th’ = 1 — th?). En particulier, si (u,v) € €, alors
(th(u),th(v)) € Q1, donc G est bien définie. Par composition et produit, G' est de classe C* sur
Q; pour tout (u,v) € Q,

g—f(u,v) =(1- th%v))%—f(th(u),th(v)) x (1 — th%(u))
g—f(u,v) = —2th(v)(1 — th?(v)) H(th(u),th(v)) + %—I;(th(u),th(v)) x (1 — th?(v))?%.

b. La fonction H est solution de (F) sur €, donc pour tout (u,v) € Q,
—2th(v) H(th(u),th(v)) + (1 — thQ(v))%—IZ(th(u),th(v)) =(1- thz(u))%—Z(th(u),th(v)).

En multipliant cette égalité par 1 — th? (v) et en utilisant la question précédente, on obtient

oG oG
v (u,v) € Q, %(u,v) = %(u,v).

D’aprés la question 17 appliquée avec g = G et h =G o1~ !, on a :

oh
V(st) e, —(st)=0.
(1) e, D)
D’apreés 'indication de I’énoncé, il existe une fonction v telle que pour tout (s,t) € ', h(s,t) =
v(s). Lorsque (s,t) parcourt Q’, s parcourt R; h étant de classe C' sur €/, la fonction 7 est de
classe C! sur R, et pour tout (u,v) € Q,

G(u,v) = h(Y(uw)) = h(u + v,uv) = y(u + v),
donc
B 1
1 — th?(v)
Soit (z,y) € Q1 et (u,w) = (argth(z),argth(y)) (argth désigne la bijection réciproque de th);
I'existence de (u,v) est garantie par les propriétés que rappelle 'énoncé en indication, et on a

v < u par croissance de th, donc (u,v) € Q. On a alors = th(u), y = th(v), donc d’aprés ce qui
précéde,

H (th(u),th(v)) y(u +v).

1
1 — 2

H(zy) = v(u +v).



En posant ¢ = v o argth, de classe C! sur |—1,1[ par composition, on a finalement

1 1 th(u) +th(v) \ 1 Tty
H(zy) = 1—92 plth(u+v)) = 1—9y2 4 <1+th(u)th(v)> 12 4 <1+~’5y>'

19. Soit ¢ :]—1,1[— R une fonction de classe C'. Pour (z,y) € Q1, on a 1 +zy > 0 et en posant
comme & la question précédente (u,v) = (argth(x),argth(y)), on a

r+y
14+ zxy

= th(u +v) €]-1,1].

T4y
1+zy

le dénominateur ne s’annule pas, de méme pour (z,y) — # Par composition et produit, la
fonction H définie sur €); par

est de classe C! sur ©; en tant que fraction rationnelle dont

De plus, la fonction (z,y) —

i) = =50 (1) )

est de classe C! sur €, et en menant le calcul comme & la question 3, on obtient

8_H( ) = 1 Tty
ox x’y_(l—i—xy)Q(p 1+ 2y

OH 1—a? T+y )
1—y?)=—(z,y) — 2yH (z,y) = ! .
(1-y )8y( y) — 2yH (z,y) Tk (ny
On en déduit que H est solution de (E) sur €. La réciproque est vraie d’aprés la question
précédente. Les solutions de (F) sur €2y sont donc les fonctions H définies par (1), avec ¢ de
classe C! sur |-1,1].



