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Enoncé

Soit n > 2 et A € M,(K).

On appelle commuatant de A, noté C(A) I'ensemble des matrices
de M,(K) qui commutent avec A :

C(A) = {M € M,(K), AM = MA}

1) Montrer que C(A) est une sous algebre de M ,(K).

2) Montrer que si A est diagonale d'éléments diagonaux deux a
deux distincts, alors C(A) = D,(K) I'algébre des matrices
diagonales de M ,(K).
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Enoncé

3) Montrer que si A est diagonale par blocs telle que

A= diag(Alny, -y Arln,) o A1, ... A € K et ny,...,n, € N* alors
C(A) = {diag(My, ..., M,) Vk € [1,r] My € M, (K)}

4) On suppose que A est diagonalisable de valeurs propres

A1, ..., A, de multiplicité respitive ny, ..., n,

(a) Montrer que

r

dim(C(A)) = > nk = > _(dim(Ex,(A))?

k=1 k=1

(b) En déduire que dim(C(A)) > n.
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Correction de la question 1

Montrons que C(A) est une sous algebre de M, (K)

Soit M, N € C(A) et A € K

o |l est clair que M + AN € C(A)

o I, € C(A)

e (MN)A = M(NA) = M(AN) = (MA)N = (AM)N = A(MN).
Donc MN € C(A).
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Correction de la question 2

Montrons que C(A) = D,(K)

On pose A = (a; ) = diag(A1, ..., A\n) et B = (bij)i<ij<n
Alors Vi, j € [[1,”]],i7£j:> a,-d-:O et a,-,,-:)\,-

AB = BA
Vi,j € [1,n], (AB)i; = (BA);

n n
Vi,j € |[17n]]7 Zahkbkd' = Zbi,kakd'
k=1 k=1

Vi,j € I[]., n]], a,-,,-b;J =5 b;Jaj,j
Vi,j € [1,n], Aibij = bij\;
Vi,j € [1,n], (Ai = Aj)bij =0
Vi,jE |[1,n]], i#j:>b,',j:0

B est diagonale

B € C(A)

1reeer 111
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Correction de la question 3
Soit M € C(A), comme

My O - 0
0 Al -+ O

A=| _ _
0 0 - Ay,

On écrit M par blocs sous la forme

M1 Mip -+ My,

My1 Mooy - My,
M = . .

Mr 1 Mr 2 Mr r

) 5

ol M,’J S Mn,,nj(K)
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Correction de la question 3

Soit 7, j € [1, r] le blocs d'indice (/,j) de AM est donnée par

ry

Le blocs d'indice (i,;) de MA est donnée par

0

(M,"l s M,"j s M,',r) X )‘jlnj = M,"J' X )\j/nj = )\J'M,'J

0

”
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Correction de la question 3

Soit i,j € [1, r] le bloc d'indice (i, j) de AM est donné par

]

Le bloc d'indice (i,) de MA est donné par

0

(M,"l s M,"j s M,',r) X )‘jlnj = M,"J' X )\j/nj = )\J'M,'J

0

’
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Correction de la question 3

Me C(A) < AM=MA
< Vi,je[l,r] AMet MA
ont le meme bloc d'indice (7, j)
= Vije[Lr] M= A\M,
= Vije[lr]\—A)M,=0
— Vije[l,rli#j=M;=0
< M =diag(M11,---,M,,)
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Correction de la question 4 a)

Comme A est diagonalisable, il existe P € GL,, telle que
A=PDPlouD= diag(Ailnyy -y Arln,)
Soit M € M,(K), alors

Me C(A) < AM=MA
< PDP'M = MPDP!
<~ D(P*MP)=(P*MP)D
«— P'MPe C(D)
Ainsi f : C¢(A) — (D) est bien défnie, et c'est un
M — P~IMP

isomorphisme d'espaces vectoriels
Donc dim(C(A)) = dim(C(D))
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Correction de la question 4 a)

D’apres la question 3,
C(D) = {diag(My, ..., M,) Yk € [1,r] Mx € M, (K)}
Puisque I'application

M (K) x ... x M, (K) = C(D)
. (I\/Il,...,I\/I,)r—)diag(l\/ll,...,l\/lr)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels

dim(C(A)) = dim(C(D))
= dim(Mp, (K) x ... x M, (K))

= 3 dim(Ma, (1) = 3 n?
k=1 k=1
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Correction de la question 4 b)

D’aprés la question 4 a),

dim(C(A)) = > n}

Car ny =dim(Ey, (A)) >1et Y | _;nk=n.
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Merci pour votre attention
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