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Enoncé

Soit n ≥ 2 et A ∈Mn(K).
On appelle commuatant de A, noté C (A) l’ensemble des matrices
de Mn(K) qui commutent avec A :

C (A) = {M ∈Mn(K), AM = MA}

1) Montrer que C (A) est une sous algèbre de Mn(K).
2) Montrer que si A est diagonale d’éléments diagonaux deux à
deux distincts, alors C (A) = Dn(K) l’algébre des matrices
diagonales de Mn(K).
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Enoncé

3) Montrer que si A est diagonale par blocs telle que
A = diag(λ1In1 , ..., λr Inr ) où λ1, ..., λr ∈ K et n1, ..., nr ∈ N∗ alors
C (A) = {diag(M1, ...,Mr ) ∀k ∈ [[1, r ]] Mk ∈Mnk (K)}
4) On suppose que A est diagonalisable de valeurs propres
λ1, ..., λr de multiplicité respitive n1, ..., nr
(a) Montrer que

dim(C (A)) =
r∑

k=1

n2
k =

r∑
k=1

(dim(Eλk (A))2

(b) En déduire que dim(C (A)) ≥ n.
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Correction de la question 1

Montrons que C (A) est une sous algèbre de Mn(K)
Soit M,N ∈ C (A) et λ ∈ K
• Il est clair que M + λN ∈ C (A)
• In ∈ C (A)
• (MN)A = M(NA) = M(AN) = (MA)N = (AM)N = A(MN).
Donc MN ∈ C (A).
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Correction de la question 2

Montrons que C (A) = Dn(K)
On pose A = (ai ,j) = diag(λ1, ..., λn) et B = (bi ,j)1≤i ,j≤n

Alors ∀i , j ∈ [[1, n]], i 6= j =⇒ ai ,j = 0 et ai ,i = λi

B ∈ C (A) ⇐⇒ AB = BA

⇐⇒ ∀i , j ∈ [[1, n]], (AB)i ,j = (BA)i ,j

⇐⇒ ∀i , j ∈ [[1, n]],
n∑

k=1

ai ,kbk,j =
n∑

k=1

bi ,kak,j

⇐⇒ ∀i , j ∈ [[1, n]], ai ,ibi ,j = bi ,jaj ,j

⇐⇒ ∀i , j ∈ [[1, n]], λibi ,j = bi ,jλj

⇐⇒ ∀i , j ∈ [[1, n]], (λi − λj)bi ,j = 0

⇐⇒ ∀i , j ∈ [[1, n]], i 6= j =⇒ bi ,j = 0

⇐⇒ B est diagonale
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Correction de la question 3

Soit M ∈ C (A), comme

A =


λ1In1 0 · · · 0

0 λ2In2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λr Inr


On écrit M par blocs sous la forme

M =


M1,1 M1,2 · · · M1,r

M2,1 M2,2 · · · M2,r
...

...
. . .

...
Mr ,1 Mr ,2 · · · Mr ,r


où Mi ,j ∈Mni ,nj (K)
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Correction de la question 3

Soit i , j ∈ [[1, r ]] le blocs d’indice (i , j) de AM est donnée par

(
0 · · · λi Ini · · · 0

)
×


M1,j

...
Mi ,j

...
Mr ,j

 = λi Ini ×Mi ,j = λiMi ,j

Le blocs d’indice (i , j) de MA est donnée par

(
Mi ,1 · · · Mi ,j · · ·Mi ,r

)
×


0
...

λj Inj
...
0

 = Mi ,j × λj Inj = λjMi ,j
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Correction de la question 3
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Correction de la question 3

M ∈ C (A) ⇐⇒ AM = MA

⇐⇒ ∀i , j ∈ [[1, r ]] AM et MA

ont le meme bloc d’indice (i , j)

⇐⇒ ∀i , j ∈ [[1, r ]] λiMi ,j = λjMi ,j

⇐⇒ ∀i , j ∈ [[1, r ]] (λi − λj)Mi ,j = 0

⇐⇒ ∀i , j ∈ [[1, r ]] i 6= j ⇒ Mi ,j = 0

⇐⇒ M = diag(M1,1, · · · ,Mr ,r )
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Correction de la question 4 a)

Comme A est diagonalisable, il existe P ∈ GLn telle que
A = PDP−1 où D = diag(λ1In1 , ..., λr Inr )
Soit M ∈Mn(K), alors

M ∈ C (A) ⇐⇒ AM = MA

⇐⇒ PDP−1M = MPDP−1

⇐⇒ D(P−1MP) = (P−1MP)D

⇐⇒ P−1MP ∈ C (D)

Ainsi f :

{
C (A)→ C (D)

M 7→ P−1MP
est bien défnie, et c’est un

isomorphisme d’espaces vectoriels
Donc dim(C (A)) = dim(C (D))
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Correction de la question 4 a)

D’après la question 3,
C (D) = {diag(M1, ...,Mr ) ∀k ∈ [[1, r ]] Mk ∈Mnk (K)}
Puisque l’application

g :

{
Mn1(K)× ...×Mnr (K)→ C (D)

(M1, ...,Mr ) 7→ diag(M1, ...,Mr )

est un isomorphisme d’espaces vectoriels

dim(C (A)) = dim(C (D))

= dim(Mn1(K)× ...×Mnr (K))

=
r∑

k=1

dim(Mnk (K)) =
r∑

k=1

n2
k
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Correction de la question 4 b)

D’après la question 4 a),

dim(C (A)) =
r∑

k=1

n2
k

≥
r∑

k=1

nk

= n

Car nk = dim(Eλk (A)) ≥ 1 et
∑r

k=1 nk = n.
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Merci pour votre attention
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