°6 — Solution

(d’aprés e3a MP 2014)

1. On reconnait une équation scalaire d’ordre 2, sans second membre, & coefficients constants, d’équation
caractéristique r2 + 1 = 0, dont les solutions sont i et —i. Les solutions sur R de z” + z = 0 sont donc les
fonctions
x +— Acos(z) + Bsin(z), (A,B) € K? (K=RouK = C).
2.0na
Acos(z) + Bsin(z) = A(l+o(z)) + B(z + o(x)) = A+ Bz + o(z).

3. D’apreés la question précédente, si A # 0,
A cos(z) + Bsin(x) A
\/5 z—0 \/5

qui n’a pas une limite finie en 0. Il est donc nécessaire que A = 0. Réciproquement, si A = 0,

Acos(z) + Bsin(z)

La condition nécessaire et suffisante cherchée est donc A = 0, et dans ce cas, 1’équivalent est B\/x si
B #0 (si B =0, la fonction est nulle).

4. On reconnait une équation scalaire d’ordre 2, sans second membre, & coefficients continus, car sur
10, + oo[, ’équation est équivalente a

y”+ly'+ 1_L y =
x 422
L’ensemble des solutions sur J0, + oo de (£ ) est donc un plan vectoriel de C%(]0, + oo[,K).

5. Par produit, z est de classe C? sur |0, + oo[, et pour tout z > 0, y(z) = 2~ /22(z), d’ou

1
(2) =~ 2 2a(@) 4 2722 ),
y"(z) _ %1‘75/22(:6) . 1,73/22,/(:6) +1‘71/22N($).

Ainsi, on a les équivalences suivantes :

y est solution de (E1) sur |0, + oo]

1
1
& Vi >0, %xil/Qz(x) — a2 (x) + %2 () — 3 e V25 (x) + 2122 (x)
1
+ 232 2(x) — Zz_1/2z(x) =0
& V>0, 2'(z)+z2(x)=0

<z est solution de 2" 4+ z = 0 sur ]0, + ool.

6. On remarque de plus que la formule exprimant y en fonction de z montre que z est de classe C? sur
10, 4 ool si et seulement si y est de classe C? sur |0, 4+ oo[. D’aprés la question 1, les solutions de (E1)
sur ]0, + oo sont donc les fonctions
Acos Bsi
2+ 272 (Acos(z) + Bsin(z)) = (@) + Bsin@) 4 py e k2.
NZ3

7. D’apres la question précédente et la question 3, les solutions réelles de (E
une limite finie en 0 sont les fonctions

) sur ]0, + oo[ qui possédent

1
2

sin(x)
\/5 3

L’ensemble qu’elles forment est la droite vectorielle engendrée par z +— sin(x)/+/z, c’est un espace vectoriel
de dimension 1.
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8. Une telle solution doit avoir une limite nulle en 0, donc étre de la forme de la question 3 avec A = 0,
et dans ce cas, pour que I’équivalent de la question 3 soit y/2z/m, il faut que B = \/2/—71' Cette fonction
ne peut donc étre que

2 sin(x)

T T

d’out I'unicité. Réciproquement, cette fonction convient, d’out I’existence.

9.0n a

T —

—+o0
_ “tgt— L et = —e A =
r= [ eta= i e = i (1-e) =1

Soit & > 0. Les fonctions f : t — —e~tet g : t — t* sont de classe C! sur ]0,+o0], t*e¢~* — 0 lorsque t — 0F
car x > 0, et t*e~t — 0 lorsque t — oo par croissances comparées. Enfin, I'intégrale O+OO f'(#)g(t) dt est

convergente car x+ 1 > 0. D’aprés le théoréme d’intégration par parties, f0+oo f(#)g'(t) dt est convergente
(ce que 'on savait car > 0) et on a

+oo too +oo —+oo
/ the~tdt = [—t"e7"] +/ zt" et dt:x/ t" et dt,
0 0 0
c’est-a-dire,
Nx+1)=aT(z).

10. a. R est la borne supérieure dans R de 'ensemble des p = 0 tels que la suite (an,p™)n>0 soit bornée.

b. On peut dériver S terme a terme sur |—R,R[, en tant que fonction somme d’une série entiére de
rayon de convergence R. On a les équivalences suivantes :

S est solution de (E.) sur |—R,R|

+00 +oo +oo
& Yz e|-R,R[, =z Z n(n — apz™ % + 2o + 1) Z na,z" ' + Z apz” =0
n=2 n=1 n=0

—+o00 “+o0 —+o0
& Vo e]|-R,R[, Z n(n —1Da,z" ' 4+ (2a+ 1) Z napx™ ! 4 Z anz" =0
n=2 n=1 n=0
00 —+o00 —+o00
< Vze]-RR[, Z nn+ Dapt12"™ + 2a+ 1) Z(n + Dapi12"™ + Z n_12" =0
n=1 n=0 n=1
+oo
< Vze]-RR[, 2a+1a+ Z (n(n + Daps1 + 2a+1D)(n+ Dapgr + an71)z" —0.
n=1

Par unicité du développement en série entiére (sachant que R > 0), ceci équivaut a

(204 + 1)@1 =0
Vn>21l nn+1as+ Ra+1)(n+1)ant1 +an—1 =0

c’est-a-dire (sachant que 2o + 1 # 0), &

aj =0
Vn>1, ((n +(n+1+ 2a))an+1 +a,_1=0

11. a. Pour tout n > 1, (n+ 1)(n + 1 4 2a) # 0 car a > 0. Les relations de la question précédente
montrent alors, par récurrence immédiate, que a,, = 0 pour tout n impair, ce qui se réécrit : agyp41 =0
pour tout n € N.

b. D’aprés la question précédente, on se rameéne & la série Zn>0 az,2*". On va appliquer la régle
de d’Alembert pour les séries numériques. Si ag = 0 ou £ = 0, on a az,z>" = 0 pour tout n € N* de
méme qu’a la question précédente, et la série Y-, - a2, 2" converge. Sinon, az,z*" # 0 pour tout n € N
d’aprés les relations de la question précédente, et

$2

- 0
(2n+2)(2n+ 2 + 2a) n—+oo

2n+2
aont2 w2

Qo x?n

d’aprés la régle de d’Alembert, la série 27@0 a2, %" converge absolument.

Finalement, dans tous les cas, >, 5 a2,2>" converge, et donc R = +o0.
=



c. On remarque tout d’abord que I'(n + a 4+ 1) > 0 pour tout n € N (intégrale sur |0, + oco[ d’une
fonction continue, non nulle, et positive). On prouve la formule par récurrence. La propriété est vraie au
rang 0 car

(-1)°

0= orgo
Supposons la propriété vraie au rang n; alors d’aprés la relation de la question 10.b,
1 1 -)"T(a+1
A2n+2 = — ag2n = — 1T ) ao

(2n+2)(2n+ 2+ 2a) 2n+1)(n+14a) nl222T(n+a+1)
_ ()" (e +1)

 (n+ D220 (n + a + 2)

ao

car, d’aprés 9, ona (n+ 1+ a)'(n+a+ 1) =T'(n + a + 2). On en déduit le résultat au rang n + 1 et
finalement pour tout n € N par principe de récurrence.

12. De méme qu’a la question 4, il s’agit d’un plan vectoriel de C?(]0, + oo[,K).

13. On raisonne exactement comme & la question 5 : par produit, z est de classe C? sur 10, + oo, et pour
tout = > 0, y(x) = z%z(x), d’on

La(z) + 22 (2),
y'(x) = ala — 1) 2% 22(x) + 20212 () + 22" (2).

y'(z) = az®

Ainsi, on a les équivalences suivantes :

y est solution de (E,) sur |0, + oof
& V>0, ala—1)z%%(x)+ 2022 (2) + 22722 (2) + ax®2z(x) + 22/ (2)
+ 2% 2(z) — o?a%2(x) = 0
& V>0, z2'(z)+ (2a+1)2(z) +z2(z) =0
&z est solution de (E.,) sur ]0, + oof.

Entre la deuxiéme et la troisiéme ligne, on a bien équivalence, par division ou multiplication par z&+! > 0.

14. Soit (an)n>o définie par la formule des questions 11.a et 11.c avec

1

0T 5Tt 1)

Une vérification immédiate montre que (a,,) vérifie les relations de la question 10.b et donc, d’aprés 10.b
ou l'on a raisonné par équivalences, la fonction S associée est solution de (E’)) sur R et donc sur ]0, 4 oo
(on rappelle que R = +oc). La fonction f, est donc bien définie, elle est de classe C? sur |0, + oo de
méme que S, et d’aprés 13, elle est solution de (E,) sur ]0, + ool.

15. Avec les notations de la question précédente, S étant continue en 0 en tant que fonction somme d’une
série entiére de rayon de convergence R > 0, on a

1
S(x) =, S0) = a0 = gy 70
et donc N
falz) ~ apr® = s
A o 0 220 (a + 1)

16. Soient p € N* et z € R; on a

+o0 too
(_1)" x\ 2n+p—1 (_1)71 \ 2n+p+1
Jo=1(@) = fpra(2) = Z nl(n+p—1) (5) N Z nl(n+p+1) (5)

7271' n+p—1) ( )2n+p 172 n—l n+p) ( )2n+p 1

par changement d’indice dans la deuxiéme somme. Alors

T ) 2n+p—1

1 zye-l &R (—)n
fo—1(z) = fp1(z) = ( ) +Zm((n+p)+n) (5

—1)!
zn.i ) (3)



D’autre part, par dérivation terme & terme d’une fonction somme de série entiére de rayon de convergence

+00, on a
+oo
) = S (1" 2ngp a2t
fp(x)izn!(n—i—p)! 2 (5)

n=0
d’ott le résultat avec k = 2.
17. On va appliquer le théoréme de la classe C2 pour les intégrales & paramétres. On remarquera que la
fonction

¢ : (x,t) — cos(pt — xsin(t))

est de classe C% sur R x R, et que l'intervalle d’intégration [0,7] est un segment. Notamment :
e Pour tout z € R, ¢t — p(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur [0,7].
e Pour tout t € [0,7],  — @(z,t) est de classe C? sur R.

0
oPourtouthR,t»—»—(p
ox

2
e Pour tout x € R, t — a—f(z,t) est continue par morceaux sur [0,7].
x

(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur [0,7].

e Pour tout (z,t) € R x [0,7],
2
%(m,t)’ = |—sin(t)” cos(pt — @ sin(t))| < 1.
T

La fonction constante égale & 1 est continue par morceaux et intégrable sur [0,7].

D’aprés le théoréme de la classe C? pour les intégrales & parametres, g, est de classe C? sur R et pour
tout z € R,
1 (70 1 ("
gp(x) = = —(p(x,t) dt = —/ sin(t) sin(pt — zsin(t)) dt,
0

T Jo Ox m

" l/”fﬁ_@ f,l/”' 2 cos(pt — xsi
gp(z)fﬂ r (z,t)dt = = sin(t)“ cos(pt — x sin(t)) dt.

18. Soit # € R*; les fonctions ¢ — —£ — cos(t) et t — sin(pt — xsin(t)) sont de classe C' sur [0,7], donc
par intégration par parties dans I’expression de g;(ac) de la question précédente, on a

T g, (x) = K—B - cos(t)) sin(pt — xsin(t))} . + /077 (E + cos(t)) (p — 2 cos(t)) cos(pt — xsin(t)) dt.

€T 0 €T

Le crochet est nul car p est entier ; ainsi
™
T ag,(r) = / (p+ zcos(t)) (p — x cos(t)) cos(pt — zsin(t)) dt
0

= /077 (p? — 22 cos(t)?) cos(pt — x sin(t)) dt

/()7T(1)2 — 2 + 2%sin(t)?) cos(pt — xsin(t)) dt

= (22 —p?) /07T cos(pt — x sin(t)) dt + 2* /07r sin(t)? cos(pt — x sin(t)) dt

= = ((2* = p)gp() + 2%g} (2)) .

L’équation (E,) est donc vérifiée par g, en x. De plus, en z = 0, I’équation est aussi vérifiée; c’est évident
sip=0, et si p e N* c’est aussi vrai car

g,(0) = %/OW cos(pt) dt = % [sin}(}pt)}: =0.

19. a. Soit n > 2 un entier; on a
s
wy, = / sin(t)" ! sin(t) dt;
0
les fonctions t + sin(#)"~! et t — — cos(t) sont de classe C! sur [0,7], donc par intégration par parties,

wy, = [— sin(t)" ! cos(t)}g + /Ow(n — 1) sin(t)" 2 cos(t)? dt

:/0 (n—1)sin(t)"~ dt—/o (n — 1) sin(¢)"~“ sin(t)” dt

=(n—-Dwy—2— (n— 1w,



(le crochet est nul car n — 1 > 1). Ainsi
nwy, = (n — Dwp—_a.

b. On va montrer par récurrence que pour tout n € N,

_ ()
Won = 7T4"(n')2 .
Le résultat est vrai au rang 0 car wyo = 7 et 0! = 1. Supposons le résultat vrai au rang n; d’aprés la
question précédente,
2n +1
Wo(n+1) = Want2 = 2n—+2wzn-
Par hypothése de récurrence, on a donc
2n+1 (2n)!  2n+22n41 (2n)! (2(n+1))!

YD) T a2 T "2t 2 2t 24n(l)2 At (n D)

d’ou le résultat au rang n + 1 et finalement pour tout n € N par principe de récurrence.
20. Soit x € R ; par définition,

g1(z) = % /077 cos(t — xsin(t)) dt = % /07r (cos(t) cos(z sin(t)) + sin(t) sin(z sin(t))) dt.
Or, si z # 0, . ' i
/ cos(t) cos(zsin(t)) dt = {M} =0
0 0
et siz =0,

/0 cos(t) cos(zsin(t)) dt = /0 cos(t) dt =0,

d’ou la formule donnant g;(x).

" T (2 xsin(t))2"
go(x):%/o Cos(xsin(t))dt:/o (Z(l)n%> gt

n=0

De plus,

d’aprés le développement en série entiére de cos, valable sur R. On pose, pour tout n € N et ¢ € [0,7],

(xsin(t))?" _ (—1)"z®" sin(t)*"
!

fn(t) = (=1)" m(2n) T (2n)!

On va appliquer le théoréme d’intégration terme & terme sur un segment :
e Pour tout n € N, h,, est continue sur [0,7] (puissance d’une fonction usuelle).

e Pour tout ¢ € [0,7], pour tout n € N,
2n

1 x
< = .
[hn(B)] < 7 (2n)!’

le majorant est indépendant de t et c’est le terme général d’une série convergente, d’aprés le développement
en série entiére de la fonction ch.

On en déduit que pour tout z € R,
+oo too
(=" / 2 2 =D" o
= — )" dt "= —— W, x"
90(w) nz:;) w(2n)! \ Jy sin(t) * nz:;) 7r(2n)!w2 *

et donc gg est développable en série entiére sur R. On procéde de méme pour g; & partir de 1’égalité du
début de la question, en utilisant les développements en série entiére de sin et sh, pour obtenir, pour tout
z eR,

+oo

(71 " 2n+1

@) = > oy
n=0

21. Par définition, pour tout = € R,




Or, d’aprés la question 19.b, pour tout n € N,

(=" (=n" __(2n)! (=n"

@) T T@n)!l T a2 T an(al)?

Les deux fonctions fy et gg ont donc le méme développement en série entiére valable sur R, d’ou fo = go.

De méme, pour tout = € R,
+oo (_1)n $2n+1

file) = z% al(n 4 D) 2201

Or, d’aprés la question 19.b, pour tout n € N,
(=)™ (=™ (2(n+ 1)) 2n+2 (=™

T S TR UGS e e 3 L Py o3 T DA A T T (i W) R ee e T S

Les deux fonctions f1 et g1 ont donc le méme développement en série entiére valable sur R, d’ou f; = ¢;.

22. Soit p > 1 entier et x € R; par linéarité de I'intégrale,

gp—1(x) — gpt1(x) = % /OTr (cos((p — 1)t — asin(t)) — cos((p + 1)t — wsin(t))) dt

% /0 ’ sin(t) sin(pt — sin(t)) dt

b— b
car, pour tout (a,b) € R?, cos(a) — cos(h) = 2sin ( 5 a) sin (%) . On en déduit le résultat voulu

d’apres la question 17.
23. On obtient le résultat par récurrence (d’ordre 2) immédiate & partir des résultats de la question 21
(qui permettent 'initialisation) et des questions 16 et 22 (qui donnent 1’hérédité).



