
Exercice : Réduction des matrices de rang 1

ET-TAHRI FOUAD

Ecole Royale de l’Air Marrakech
Koutoubia Prépas Marrakech
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ET-TAHRI FOUAD Exercice : Réduction des matrices de rang 1



Méthode 1

Soit n ≥ 2 et A ∈Mn(R) de rang 1.

1 Justifier que 0 est une valeur propre de A et que le sous
espace propre associé est de dimension n − 1.

2 Montrer que χA = X n−1(X − Tr(A)).

3 En déduire que

A est diagonalisable⇐⇒ Tr(A) 6= 0
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3 En déduire que

A est diagonalisable⇐⇒ Tr(A) 6= 0
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Correction de la question 1

Justifions que 0 est une valeur propre de A et dim(E0(A)) = n − 1.
On a rg(A) = 1 6= n, car n ≥ 2
Alors A n’est pas inversible
Par suite 0 est une valeur propre de la matrice A.
D’après le théorème du rang, on a n = dim(Ker(A)) + rg(A)
Donc dim(Ker(A)) = n − 1
Par suite dim(E0(A)) = n − 1
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Correction de la question 2

Montrons que χA = X n−1(X − Tr(A)).
On a 0 est une valeur propre de A et dim(E0(A)) = n − 1
Alors 0 est une valeur propre de A de multiplicité
m0(A) ≥ dim(E0(A)) = n − 1
D’où X n−1 divise χA (dans R[X ])
Par suite ∃λ ∈ R, χA = X n−1(X − λ)
(car χA est unitaire et degré n)
Puisque χA est scindé sur R, alors Tr(A) = (n− 1)× 0 + 1×λ = λ
Ainsi χA = X n−1(X − Tr(A)).
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ET-TAHRI FOUAD Exercice : Réduction des matrices de rang 1



Correction de la question 2

Montrons que χA = X n−1(X − Tr(A)).
On a 0 est une valeur propre de A et dim(E0(A)) = n − 1

Alors 0 est une valeur propre de A de multiplicité
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Puisque χA est scindé sur R, alors Tr(A) = (n− 1)× 0 + 1×λ = λ
Ainsi χA = X n−1(X − Tr(A)).
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ET-TAHRI FOUAD Exercice : Réduction des matrices de rang 1



Correction de la question 2

Montrons que χA = X n−1(X − Tr(A)).
On a 0 est une valeur propre de A et dim(E0(A)) = n − 1
Alors 0 est une valeur propre de A de multiplicité
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m0(A) ≥ dim(E0(A)) = n − 1
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Correction de la question 3

Tout d’abord χA = X n−1(X − Tr(A)) est scindé sur R
Si Tr(A) 6= 0
Alors 0 est une valeur propre de multiplicité
m0(A) = n − 1 = dim(E0(A)) et
Tr(A) est une valeur propre simple de A, donc
mTr(A)(A) = 1 = dim(ETr(A)(A))
Alors A est diagonalisable.
Si Tr(A) = 0
Alors χA = X n.
D’où 0 est une valeur propre de multiplicité
m0(A) = n 6= n − 1 = dim(E0(A))
Ainsi A n’est pas diagonalisable.
On en déduit

A est diagonalisable⇐⇒ Tr(A) 6= 0
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Si Tr(A) 6= 0
Alors 0 est une valeur propre de multiplicité
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m0(A) = n 6= n − 1 = dim(E0(A))
Ainsi A n’est pas diagonalisable.
On en déduit
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Méthode 2

Soit n ≥ 2 et A ∈Mn(R).

1 Montrer que

rg(A) = 1⇐⇒ ∃X ,Y ∈Mn,1(R) \ {0}, A = X tY

2 On suppose que A est de rang 1.

a) Montrer que A2 = Tr(A)A.
b) En déduire que

A est diagonalisable⇐⇒ Tr(A) 6= 0
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Méthode 2

Soit n ≥ 2 et A ∈Mn(R).

1 Montrer que

rg(A) = 1⇐⇒ ∃X ,Y ∈Mn,1(R) \ {0}, A = X tY

2 On suppose que A est de rang 1.

a) Montrer que A2 = Tr(A)A.
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Correction da la question 1

⇐=) On pose X =

x1
...
xn

 et Y =

y1
...
yn

 où x1, .., xn, y1, .., yn ∈ R

Alors A =

x1
...
xn

× (y1 · · · yn
)

= (xiyj)1≤i ,j≤n =


x1y1 x1y2 · · · x1yn
x2y1 x2y2 · · · x2yn

...
...

...
...

xny1 xny2 · · · xnyn



Donc ∀j ∈ [[1, n]], Cj =

x1yj
...

xnyj

 = yj

x1
...
xn

 = yjX ∈ vect(X )

ET-TAHRI FOUAD Exercice : Réduction des matrices de rang 1



Correction da la question 1

⇐=) On pose X =

x1
...
xn

 et Y =

y1
...
yn
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Correction da la question 1

Par suite vect(C1, ...,Cn) = vect(X ), car Y 6= 0
Ainsi rg(A) = dim(vect(X )) = 1, car X 6= 0.
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...
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
De plus X 6= 0 et Y 6= 0 (sinon A = 0, absurdre car rg(A) = 1).
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Correction da la question 2 a)

Comme A est de rang 1, alors ∃X ,Y ∈Mn,1(R) \ {0}, A = X tY
Donc
A2 = (X tY )(X tY )) = X (tYX )︸ ︷︷ ︸

Scalire

Y = ( tYX )(X tY ) = ( tYX )A

Puisque A = (xiyj)1≤i ,j≤n, alors

tYX =
(
y1 · · · yn

)
×

x1
...
xn

 =
n∑

k=1

ykxk = Tr(A)

Par suite A2 = Tr(A)A.
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ET-TAHRI FOUAD Exercice : Réduction des matrices de rang 1



Correction da la question 2 a)

Comme A est de rang 1, alors ∃X ,Y ∈Mn,1(R) \ {0}, A = X tY
Donc
A2 = (X tY )(X tY )) = X (tYX )︸ ︷︷ ︸

Scalire

Y = ( tYX )(X tY ) = ( tYX )A

Puisque A = (xiyj)1≤i ,j≤n, alors

tYX =
(
y1 · · · yn

)
×

x1
...
xn

 =
n∑

k=1

ykxk = Tr(A)

Par suite A2 = Tr(A)A.
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Correction da la question 2 b)

Comme A2 = Tr(A)A, Alors
P(X ) = X 2 − Tr(A)X = X (X − Tr(A)) est annulateur de A.
⇐=) Si Tr(A) 6= 0
Alors P est scindé sur R à racines simples et annulateur de A
Donc A est diagonalisable.
=⇒) Par l’absurde, supposons que Tr(A) = 0
Alors A2 = 0
Comme A est diagonalisable, il existe (P,D) ∈ GLn(R)×Dn(R)
telle que A = PDP−1

Donc A2 = PD2P−1, ainsi D2 = P−1A2P = 0
Or D est diagonale et D2 = 0, alors D = 0, par suite A = 0
ce qui est absurde, car rg(A) = 1
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ET-TAHRI FOUAD Exercice : Réduction des matrices de rang 1



Correction da la question 2 b)

Comme A2 = Tr(A)A, Alors
P(X ) = X 2 − Tr(A)X = X (X − Tr(A)) est annulateur de A.
⇐=) Si Tr(A) 6= 0
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ET-TAHRI FOUAD Exercice : Réduction des matrices de rang 1



Méthode 3

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et f un
endomorphisme de E de rang 1.

1 Montrer que Im(f ) ⊂ Ker(f ) ou E = Ker(f )⊕ Im(f ).

2 On suppose que Im(f ) ⊂ Ker(f ).

a) Vérifier que f ◦ f = 0
b) En déduire que f n’est pas diagonalisable.

3 On suppose que E = Ker(f )⊕ Im(f ).
Montrer qu’il existe une base B de E telle que
MatB(f ) = diag(0, ..., 0,Tr(f )).
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b) En déduire que f n’est pas diagonalisable.

3 On suppose que E = Ker(f )⊕ Im(f ).

Montrer qu’il existe une base B de E telle que
MatB(f ) = diag(0, ..., 0,Tr(f )).
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Correction da la question 1

Comme rg(f ) = 1, alors dim(Im(f )) = 1.
Puisque Ker(f ) ∩ Im(f ) ⊂ Im(f )
Alors dim(Ker(f ) ∩ Im(f )) ≤ dim(Im(f )) = 1
Si dim(Ker(f ) ∩ Im(f )) = 1

Alors

{
Ker(f ) ∩ Im(f ) ⊂ Im(f )

dim(Ker(f ) ∩ Im(f )) = dim(Im(f ))

Donc Ker(f ) ∩ Im(f ) = Im(f ), d’où Im(f ) ⊂ Ker(f )
Si dim(Ker(f ) ∩ Im(f )) = 0
Puisque{
Ker(f ) ∩ Im(f ) = {0}
dim(E ) = dim(Ker(f )) + dim(Im(f )) Théorème du Rang

Alors E = Ker(f )⊕ Im(f )
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ET-TAHRI FOUAD Exercice : Réduction des matrices de rang 1



Correction da la question 1

Comme rg(f ) = 1, alors dim(Im(f )) = 1.
Puisque Ker(f ) ∩ Im(f ) ⊂ Im(f )
Alors dim(Ker(f ) ∩ Im(f )) ≤ dim(Im(f )) = 1
Si dim(Ker(f ) ∩ Im(f )) = 1

Alors

{
Ker(f ) ∩ Im(f ) ⊂ Im(f )

dim(Ker(f ) ∩ Im(f )) = dim(Im(f ))

Donc Ker(f ) ∩ Im(f ) = Im(f ), d’où Im(f ) ⊂ Ker(f )
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Si dim(Ker(f ) ∩ Im(f )) = 0
Puisque{
Ker(f ) ∩ Im(f ) = {0}
dim(E ) = dim(Ker(f )) + dim(Im(f )) Théorème du Rang
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Si dim(Ker(f ) ∩ Im(f )) = 0
Puisque{
Ker(f ) ∩ Im(f ) = {0}
dim(E ) = dim(Ker(f )) + dim(Im(f )) Théorème du Rang
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Correction da la question 2 a)

On suppose que Im(f ) ⊂ Ker(f ).
Puisque ∀x ∈ E , f (x) ∈ Im(f )
Alors ∀x ∈ E , f (x) ∈ Ker(f )
D’où ∀x ∈ E , f (f (x)) = 0
Alors f ◦ f = 0
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Correction da la question 2 b)

On a f ◦ f = 0.
Donc P(X ) = X 2 est annulateur de f .
D’où πf = X ou πf = X 2

Si πf = X , alors f = 0, ce qui est absurde, car rg(f ) = 1.
Par suite πf = X 2 n’est pas à racines simples, donc f n’est pas
diagonalisable.
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Par suite πf = X 2 n’est pas à racines simples, donc f n’est pas
diagonalisable.
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Correction da la question 3

On suppose que E = Ker(f )⊕ Im(f ).
Comme rg(f ) = 1, alors dim(Im(f )) = 1 et dim(Ker(f )) = n − 1
(Théorème du rang)
Soit (e1, ..., en−1) une base de Ker(f ) et (en) une base de Im(f )
Puisque E = Ker(f )⊕ Im(f ), alors B = (e1, ..., en−1, en) est une
base de E adaptée à la somme directe.
∀k ∈ [[1, n − 1]], f (ek) = 0 et f (en) ∈ Im(f ) = vect(en),
Alors ∃λ ∈ R, f (en) = λen
Par suite MatB(f ) = diag(0, ..., 0, λ).
Par la trace, on en déduit que λ = Tr(f ).
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base de E adaptée à la somme directe.
∀k ∈ [[1, n − 1]], f (ek) = 0 et f (en) ∈ Im(f ) = vect(en),
Alors ∃λ ∈ R, f (en) = λen

Par suite MatB(f ) = diag(0, ..., 0, λ).
Par la trace, on en déduit que λ = Tr(f ).
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Merci pour votre attention
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