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1 Généralités
Dans tout ce cours, K désigne ’ensemble R ou C.

1.1 Définition
Définition.
Soient F, F' deux K-espaces vectorielset f : ' — F. On dit que f est un homorphisme d’espaces
vectoriels ou plus simplement une application linéaire si elle respecte les lois associées, c’est a
dire si:

Va,ye B, flz+y)=f(x)+ f(y);

Ve e E.YAeK, f(A-z) =X f(z).

Remarques.

f est linéaire & Vr,y € EEVA\pueK, fA-x+p-y)=X-f(x)+p- fly)
sVro,ye EVAeEK, fA-z+y) =X f(z)+ f(y)

e Pour toute application linéaire f : E — F, on a f(0g) = 0p.

Exemples.

¢ Idg est linéaire. Plus généralement, toute homothétie, c’est a dire toute application de la forme
A-Idg avec A € K| est linéaire.

¢ f:R?2 = R2% (z,y) = (v +vy,2x — y) est linbaire.
¢ fRS 5 R? (2,y,2) = (z+y— 2,2y + 2) est lindaire.
¢ E=CI,R), F=C'(I,R),acI. Alors:

— la dérivation D : F — E, f — [ est lindaire ;

x
— Dapplication P: E — F, f — / f(t)dt est linéaire.
a
On notera de plus que D o P = Idg alors que Po D # Idp.

Exemples.

¢ Les translations ¢, : ¢ € E — x + a € E ne sont pas linéaires si a # 0.
¢ f:K—= K,z +— ax + b n’est pas linéaire.

¢ Les applications = — 22, cos, In, exp, ... ne sont pas linéaires.

Vocabulaire. Soit f: E — F une application linéaire. On dit que :
e f est un endomorphisme si £ = I ;
e f est un isomorphisme si elle est linéaire bijective ;
e f est un automorphisme si c’est un endomorphisme bijectif.

e f est une forme linéaire si F' = K.

On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de E dans F. Lorsque E = F, on notera L(E)
I’ensemble des endomorphismes de E. Lorsque F' = K, on notera E* = L(F,K) I'ensemble des formes
linéaires de E, aussi appelé dual de E.



1.2 Opérations sur les applications linéaires

Propriété 1

L’ensemble L(FE, F) est un sous-espace vectoriel de F(E, F).

Preuve.

Propriété 2

Soient f: ' — F et g: F — G deux applications linéaires. Alors la composée gof: E — G
est linéaire.

Preuve.

— Propriété 3

Soient f: E — F et g: F — G deux applications linéaires. Alors :
(1) h+ goh est linaire de L(F, F) dans L(E,G) ;
(2) h+— ho f est linaire de L(E, F) dans L(E,G).

Preuve.
O

Remarque. Dans L£(FE), la composition o est associative, distributive par rapport a 4+, admet pour
élément neutre Idp et satisfait A- (fog) = fo(A-g) = (A- f)og. On dit alors que £(F) muni de
+ et o est une algebre, non intégre et non commutative (résultat a rapprocher de celui obtenu pour
l'algeébre des matrices M, (K)).

Remarque. Pour tout P = ag + a1 X + - + a, X" € K[X] et f € L(E), on peut donc définir le
polynéme d’endomorphisme P(f) € L(FE) par :

P(f)=aof' +arf +asf* + - + anf"
ou fO=1Idg, f'=Ff, f2=fof, ...

— Propriété 4

Soient f,g € L(F) deux endomorphismes qui commutent, i.e. fog = go f. Alors pour tout

necN: . .
(f+a)"=> (Z)f’“og”’“ => (Z)f”kogk;

k=0 k=0

n—1
fr=gt=(-g) frog "
k=0

Remarque. Les homothéties AIdp commutent avec tout endomorphisme f € L(FE).



1.3 Image et noyau

— Propriété 5

Soit f : ' — F une application linéaire.

(1) Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, alors f(E') = {y € F|3x € F',y = f(x)} est un
sous-espace vectoriel de F.

(2) Si F’ est un sous-espace vectoriel de F, alors f~}(F') = {z € E|f(z) € F'} est un
sous-espace vectoriel de F.

Preuve.
Définition.
Soit f : B — F une application linéaire. On appelle :

e image de f le sous-espace vectoriel noté Im(f) de F défini par Im(f) = f(F). Ainsi,

Vye F, yeIm(f) < 3z € E,y = f(z).

e noyau de f le sous-espace vectoriel noté Ker(f) de E défini par Ker(f) = f~1({0g}). Ainsi,

Ve e E, z € Ker(f) < f(x) =0p.

— Propriété 6

Soit f € L(E,F).
(1) f est surjective & Im(f) =F ;

(2) f est injective < Ker(f) = {0g}.

Preuve.

O

Exemples. Déterminer les noyaux, images, et déduire éventuellement l'injectivité et la surjectivité
des applications suivantes :

¢ [R5 R (2,y) = (2 +y, 22— y) ;
¢ R R (2,y,2)~ (x+y—2,2y+2);
¢ E=C(I,R), F=C'(I,R),acet:

— la dérivation D : F — E, f — f';

— Dapplication P: E — F, f — / f(t)dt.

Remarque. L’équivalence suivante est intéressante & retenir en pratique : si f,g € L(FE), alors

gof=0,m < Im(f)C Ker(g).



2 Isomorphismes
2.1 Definitions
Rappel. Soit f € L(FE, F'). Rappelons que :
e f est un isomorphisme si f est bijective ;

e f est un automorphisme si f est bijective et £ = F.

— Propriété 7
Soient f: E — F et g: F — G deux isomorphismes.
(1) go f € L(E,G) est un isomorphisme ;

(2) L’inverse f~! est un isomorphisme de F dans E.

Preuve.

Définition.

On appelle groupe linéaire de E et on note GL(E) I'ensemble des automorphismes de E.

Exemple d’isomorphisme en analyse. Soient a,b,c € K, a # 0, et considérons I’ensemble S des
fonctions 3 : R — K de classe C? telles que :

ay” + by +cy = 0.
Alors :
e S est un sous espace vectoriel de C%(R,K) ;

e Pour tout réel ty, I'application Ty : S — K2,y +— (y(to), ' (to)) est un isomorphisme de S dans
K? puisqu’elle est linéaire et bijective d’apreés le théoréme de Cauchy-Lipschitz (unicité de la
solution d’un probleme de Cauchy).

2.2 Isomorphismes et bases

— Propriété 8

Soit f : E — F une application linéaire et B = (ej,--- ,e,) une base de E. Notons

F=(fler), - flen)).
(1) f est injective si et seulement si F est libre dans F' ;
(2) f est surjective si et seulement si F est génératrice dans F ;

(3) f est bijective si et seulement si F est une base de F'.

Preuve.

(1) Supposons que f est injective et montrons que F est libre : soient Aj,..., A\, € K tels que :

Alf(el) +-+ Anf(en) = OF'



Par linéarité de f, on en déduit que f(Aje; +---+ A\pepn) = Op. Puisque f est injective, on a donc
Arer + -+ Apen, = Op. Enfin, puisque (ey,...,e,) est libre, on a donc A\ = -+ = A, = 0. Ainsi
F est libre dans F'.

Réciproquement supposons que F est libre dans F' et montrons que f est injective. Soit pour cela
x € E tel que f(z) = 0p. Puisque (ey,...,e,) est une base de E, il existe A1,..., A, € K tels que

T =Aer+ -+ Apen.

Dot O = f(z) = Aif(e1) +---+ A\ f(en) = Op. Enfin puisque F est libre, on en déduit que
Al == A, =0 et donc que x = 0p.

(2) Supposons que f est surjective, et montrons que F est génératrice dans F'. Soit pour cela y € F.
Puisque f est surjective, il existe z € E tel que f(z) =y. Or (e1,...,e,) est une base de E, donc
il existe A1,..., Ap, € K tels que :

x=Ae1+ -+ Aen.

Doty = f(x) = A1 f(e1) + - -+ A f(en). Ainsi F est bien génératrice dans F.

Réciproquement, supposons que F est génératrice dans F' et montrons que f est surjective. Soit
y € F. Puisque F est génératrice dans F, il existe A1,..., A, € K tels que :

y=f(x) = Af(er) +---+ A f(en)

Posons alors x = A\je; + -+ Apep, € E. On a f(z) = A1 f(e1) + -+ Anf(en) =y, et f est bien
surjective.

(3) C’est une conséquence directe des deux points précédents.
O

Remarque. Puisque f : E — Im(f) est surjective, on déduit de la propriété précédente que
(f(e1), -+, f(en)) est une famille génératrice de I'm(f). Ainsi, on a :

Im(f) = Vect(f(e1),- -, f(en))-

— Propriété 9

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie, et soit f : £ — F une
application linéaire. Alors :

f est bijective & f est injective < f est surjective.

Preuve. On a clairement (1) = (2) et (1) = (3).

Montrons que (2) = (1). Supposons donc f injective, et soit (e1,...,e,) une base de E. Par la
proposition précédente, F = (f(e1),..., f(en)) est une famille libre de F' de cardinal n = dim(F).
C’est donc une base de F'. Ainsi f transforme une base en une base, elle est donc bijective par la
proposition précédente.

Montrons que (3) = (1). Supposons f surjective. soit (eq,...,e,) une base de E. Par la proposition
précédente, F = (f(e1),..., f(en)) est une famille génératrice de F' de cardinal n = dim(F'). C’est
donc une base de F'. Ainsi f transforme une base en une base, elle est donc bijective par la proposition
précédente. O

Remarque. Pour montrer qu'un endomorphisme f € L(E) est bijective, il suffit de montrer que
[ est injectif (en montrant par exemple que Ker(f) = {Og}) ou que f est surjectif (en montrant
Im(f)=F).



Exemple. Soient xg,---,x, € K des scalaires deux & deux distincts et définissons ’application
¢ : K, [X] — K" par :

o(P) = (P(xo), P(x1),...,P(xp)).
Alors :

e ¢ est linéaire ;
e  est bijective ;

e l'image par ¢! de la base canonique de K"*! est une base de K, [X] qui n’est autre que la base
des polynomes de Lagrange (Lg, - , L) associés & xq, - -+ , Tp.

— Propriété 10

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie, et soit f : F — F une
application linéaire. Alors on a 1’équivalence entre :

(1) f est un isomorphisme de F sur F ;
(2) f a un inverse a gauche, c’est a dire g € L(F,E), go f = Idg ;
(3) f a un inverse & droite, c’est a dire 3h € L(F,E), foh = Idp ;

De plus, I'inverse & gauche ¢ et 'inverse a droite h coincident nécessairement avec f~!.

Preuve. On a déja (1) = (2) et (1) = (3), puisque si f est bijective, alors ¢ = f~! est linéaire et
convient.

Montrons que (2) = (1). Supposons qu'il existe g € L(F,E), go f = Idg. On sait alors que f est
injective. Par la proposition précédente, f est donc bijective puisque dim(E) = dim(F'). On montre
de méme (3) = (1).

Enfin en composant go f = Idg et f o h = Idr & droite et & gauche par f~', on a bien g =h = f~1.
O

Remarque. Ce résultat n’est plus vrai si on ne suppose pas les espaces F et F' de méme dimension
finie : la dérivation D par exemple a un inverse a droite (D o P = Idg), mais on a Po D # Idp. En
particulier, D n’est pas un isomorphisme.

2.3 Espaces isomorphes

— Propriété 11

Soit B = (e1,- - ,ep) une base de E. Pour tout 1 < i < n, on définit la i-itme application
coordonnée ¢; : E — K par :

vi(z) = i-éme coordonnée de = dans la base B.

L’application ¢ est une forme linéaire.

Preuve. Soit x = x1e1+ -+ Tpen, Yy = Y161 + . . . Ynen des vecteurs de E. Alors pour tout A, u € K,
on a Az + py = (M1 + pyr)er + - + (An@n + 1yn)en, et done pour tout 1 <i < n:

0i(Ax + py) = Az + pys = Ao(z) + pe(y).

Ainsi ¢ est linéaire. Comme de plus ¢ : E — K| c¢’est bien une forme linéaire. ]



Remarque. On a pour tout x € E, x = ), ¢;(x)e;. En particulier, on notera que :

pi(ej) = 6.

— Propriété 12

Soit B = (e1,- - ,e,) une base de E. L’application ¢ : E — K" définie par :

Vee E, o) = (e1(z), - ,eon(x))

est un isomorphisme. On dit que E est isomorphe & K”.

Preuve. On montre que ¢ : £ — K" est linéaire par linéarité des applications ;. De plus on a :
o(x) =0gn & pi(z) =0 Vi<i<n<z=0g.

Donc Ker(p) = {Og} et ¢ est injective. Comme enfin dim £ = dim K" par hypothese, on peut

conclure que ¢ est un isomorphisme. U

Définition.

On dit que deux K-espaces vectoriels E et F' sont isomorphes s’il existe un isomorphisme f entre
E et F. On note alors £ ~ F.

Remarque. La relation ~ est une relation d’équivalence sur 1’ensemble des espaces vectoriels (elle
est réflexive, symétrique et transitive).

— Propriété 13

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Un espace vectoriel F' est isomorphe & E si
et seulement si F' est de dimension finie et dim(F') = n.
En particulier, tout K-espace vectoriel de dimension finie n est isomorphe a K.

Preuve. Supposons que F' est isomorphe a F, il existe donc un isomorphisme f : £ — F. E est de
dimension finie n, notons (ey,...,e,) une base de E. Alors F = (f(e1),..., f(en)) est une base de F’
par une proposition précédente. Ainsi F' est de dimension finie n = dim(E).

Réciproquement, supposons que F' est de dimension finie n = dim E. D’apres la proposition précédente,
on a F'~ K" et £ ~ K". Par symétrie et transitivité, on a bien £ ~ F'. O

Remarque. Ainsi, si on considére I'’ensemble des espaces vectoriels de dimension finie, les classes
d’équivalences pour la relation ~ sont paramétrées par N.

» Pour montrer que E est de dimension finie n, on dispose de deux méthodes :
e exhiber une base de n vecteurs ;

e exhiber un isomorphisme avec un espace dont on sait qu’il est de dimension n.

Exemple. L’ensemble S des fonctions y : R — K de classe C? telles que :

ay’ +by +cy=0



est un sous espace vectoriel de C?(R,K) de dimension 2, puisque I'application Ty : S — K2,y
(y(to), ¥ (to)) définit un isomorphisme de S dans K2.

Etude des suites récurrentes linéaires d’ordre 2.
On considére le sous-ensemble S de KN constitué des suites u satisfaisant (a,b,c € K,a # 0) :

Vn €N, aupto + bunt1 + cuy = 0. (%)
e S est un sous-espace vectoriel de KN
e Considérons ¥ : S — K? définie par :
VueS, V(u)= (ug,ui).

— WU est une application linéaire ;

— U est bijective : en effet, une suite u satisfaisant (%) est uniquement déterminée par la
donnée de ces premiers termes (ug,u1) € K2.

On a donc montré la propriété suivante :

Propriété 14

L’espace S des suites satisfaisant (x) est de dimension 2.

Traitons le cas K = C et b — 4ac # 0.
e Déterminons toutes les suites géométriques satisfaisant ().
e Décrire explicitement I'ensemble S des suites satisfaisant (x).

On retrouve ainsi (partiellement) le résultat suivant :

— Propriété 15 ( Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 (Cas complexe))

Soient (a,b) € C x C* et (uy)nen une suite définie par (ug,u;) € C? et :
Vn € N, upy2 = aupy1 + buy,.
2

L’équation 7 — ar — b = 0 est appelée équation caractéristique.

e Si I’équation caractéristique admet deux solutions distinctes rq et 7o, alors :

I\ p) €C? tel que Vn €N, u, = M7 4 prd.

e Si Déquation caractéristique admet une solution double r, alors: 3\, pu) €
C? telque Vn €N, u, ="+ unr*.




3 Modes de définition d’une application linéaire

3.1 Utilisation d’une base

— Propriété 16

On consideére deux K-espaces vectoriels E, F' avec dim(FE) = n.

Si(ep,- - ,en) est une base de F, (v1, - - - v,,) une famille de vecteurs de F', alors il existe une
et une seule application linéaire f : E — F telle que :
fler) =wv1, fle2) =v2, ... , flen)=vn.

Preuve. On raisonne par analyse-synthese.

e Analyse : Supposons qu’une telle application linéaire f : F — F existe. On a alors pour tout
re B x=> 1

flzier + -+ anen) = 21f(e1) + - +anflen) = 2101 + - + THUy
Ainsi on a f = p1e1 + -+ + ppen, Ou ; est la i-eéme application coordonnée.

e Synthese : Montrons que 'application précédente est linéaire et satisfait f(e;) = v; pour tout i.
Le deuxieme point est évident, on montre le premier : soient A\, u € K, z,y € E, on a :

fQx + py) = p1(Ax + py)er + -+ + pn(Ax + py)ey
= A(p1(@)er + -+ pn(@)en) + p(pr(y)er + -+ on(y)en)
= A(z) + pnf(y)

Conséquences.

e Une application linéaire est uniquement déterminée par 'image d’une base.

e Deux applications linéaires qui coincident sur une base sont égales.

— Propriété 17

Soient E, F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Alors L(FE, F) est un espace
vectoriel de dimension finie et :

dim L(E, F) = dim(E) x dim(F).

Preuve. On note n = dim(E) et on fixe (e1,--- ,ey,) une base de E. Considérons I’application :
QOE(E7F)_>FTL7 fH(f(el)v"'vf(en)‘

L’application ¢ est bijective grace a la propriété précédente. On vérifie qu’elle est de plus linéaire sans
difficulté. C’est donc un isomorphisme, et on peut conclure que :

dim L(E, F) = dim(F") = ndim(F) = dim(E) x dim(F).
]

Remarque. Soit E un espace vectoriel. On note E* = L(E,K) ’ensemble des formes linéaires sur
E. On lappelle le dual de E. On a ainsi dim(E*) = n.

Exercice. Considérons (e1,- - ,e,) une base de E, et (i1, ..., ) les applications coordonnées corre-
spondantes. Montrer que (¢1, .. ., ¢p) est une base de E*, appelée la base duale de la base (eq, ..., e,).

10



3.2 Utilisation d’espaces supplémentaires

— Propriété 18

On considere deux espaces vectoriels £ = F1 @ Es et F.
Pour tout couple (f1, fo) d’applications linéaires fi : By — F et fo : E5 — F, alors il existe
une et une seule application linéaire f : ¥ — F définie par :

Voy € By, Voo € B, f(x1 4 22) = fi(x1) + fa(z2).

Preuve. Puisque pour tout = € F, il existe un unique couple (z1, z2) € Fj X Es tel que x = x1+x2, on
définit bien une application en posant f(z) = fi(z1)+ fa(z2). Cette application est de plus uniquement
déterminée par f1 et fo. Reste a montrer la linéarité de f. Soit pour cela A\, u € K, et z,y € E. 1l
existe (z1,x2), (y1,y2) € E1 X Es tels que

r=z1+2x2 et y=y+yo.

Alors Az + py = (Az1 + pyr) + (Az2 + py2), et donc :

€FE, €FEs>

fAz + py) = fr(Azy + py1) + f2(Aza + pyo)
= A f1(z1) + fa(22)) + p(fr(y1) + f2(y2) = AMf (@) + pnf(y).

4 Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel

4.1 Projecteurs

Définition.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. On appelle projection sur F
parallelement a G 'unique application linéaire p : E — F telle que :

Vye Fip(y) =y et VYzeG,p(z)=0g.

Ainsi pour tout x € F, il existe un unique couple (y, z) € Fx G tel que x = y+2z, et on a p(z) = y.

Remarque. L’existence et I'unicité d’une telle application linéaire p est donnée par la propriété
précédente (avec f1 : F — E,.y—yet fo: G— E,z— 0p.

— Propriété 19

(1) pep=p;
(2) Ker(p) =G et Im(p) =F = Inv(p) = Ker(p — Idg).

Preuve.

(1) Soit x € E, il existe un unique couple (y,z) € F' x G tels que z = y + z. Alors :

pop(x) =ply) =y = p(z).

11



(2) Soit z € E. 1l existe un unique couple (y,z) € F' x G tels que x = y + z. Alors :
x€ Ker(p) ©px)=0py=0pr=2€G.

Ainsi on a bien Ker(p) = G.

Soit y € F, alors p(y) =y et y € Inv(p), et donc F' C Inv(p).

Si maintenant y € Inv(p), alors p(y) = y et donc y € I'm(p). Ainsi Inv(p) C Im(p).
Enfin soit y € I'm(p), alors il existe x € E tel que y = p(x) € F. Ainsi on a montré que :

F c Inv(p) C Im(p) C F

et donc F' = Inv(p) = Im(p).

— Propriété 20

Soit p € L(E). Alors :
p est un projecteur &  pop=np.

Plus précisément, on a E' = Im(p)® Ker(p) et p est la projection sur Im(p) dans la direction
de Ker(p).

Preuve. On a déja montré I'implication =. Montrons la réciproque. Pour cela, commengons par
montrer que E = Ker(p) @ Im(p).

e Analyse. Soit € E, on cherche (y, z) € Ker(p) x Im(p) tel que z =y + 2.
Puisque z € Im(p), il existe t € E tel que z = p(t). On a alors en composant par p :
p(z) = p(y) +p(2) = p(z) =pop(t) =p(t) = 2.
Ainsi z = p(x) et y = = — p(x)
e Synthese : Soit € E, posons z = p(x) et y = = — p(x). Montrons que :
r=y+z yé€Ker(p), z¢€Im(p).

Tout est clair, sauf peut-étre y € Ker(p) :
p(y) = p(z — p(z)) = p(z) —pop(z) = 0p.

Ainsi on a bien E = Ker(p) & Im(p).
Soit z € E,onax = p(z) + (z —p(x)) Alors si ¢ est la projection sur I'm(p) parallelement a Ker(p),
~N Y

cIm(p) €Ker(p)
on a ¢(z) = p(z). Ainsi ¢ = p, c’est a dire p est la projection sur I'm(p) parallelement & Ker(p). O

Exemple. Identifier 'endomorphisme f : R? — R3, (z,y, 2) — (=92 + 6y, — 15z + 10y, —5x + 3y + 2).
Définition.
] Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de ' : E = F & G. Soit :

e p la projection sur F' parallelement a G ;

e ¢ la projection sur G parallelement a F'.

On dit que p et ¢ sont des projecteurs associés.

12



— Propriété 21

Si p et ¢ sont deux projecteurs associés, alors :

(1) p+q=1Idg;

(2) pog=gqop="0rp).

Preuve. Soit x € E, il existe un unique couple (y,z) € F' x G tel que z =y + 2
(1) (p+aq)(x) =p)+q(x) =y+2z =2, donc p+q=Idp ;

(2) poq(z) =p(z) = 0g. De méme, on a gop(z) = q(y) = O0g.

Exercice. On considere deux projecteurs f et g d’un espace E.
(i) Montrer que s = f + g est un projecteur si et seulement si fog=go f =0.

On a:

s est un projecteur & sos=-s
S (f+g9)o(f+g)=1r+yg
S Pt fogtgof+g*=F+yg
& fogtgof=0.

Alors en composant & gauche et & droite par g, on obtient :
gofog4+gof=0et fog+gofog=0.
D’ou fog=go f, et en reportant dans les égalités fog+go f =0, onabien fog=go f=0.
Réciproquement, si fog=go f =0, alors fog+go f =0 et s est un projecteur.
(ii) Montrer qu’alors Im(s) = Im(f) + Im(g) et Ker(s) = Ker(f) N Ker(g).
On montre Im(s) = Im(f) + Im(g) par double inclusion :

C Soit y € Im(s), Jx € E : s(x) =y = f(x) + g(x). Ainsi y € Im(f) + Im(g).

D Soit y € Im(f) + Im(g), alors 3z1,290 € E : y = f(x1) + g(x2). Prenons alors z =
f(z1) + g(x2). On a :

s(f(x1) + g(x2)) = fo f(z1) + fog(wz) +go fx1) +g09(x2) = f(1) + g(z2) = v.
Donc y € Im(s).
On montre Ker(s) = Ker(f) N Ker(g) par double inclusion :

D Soit x € Ker(f) N Ker(g), alors f(x) = g(x) = 0, et donc s(z) = f(x) + g(x) = 0 et
x € Ker(s).

C Soit x € Ker(s), alors s(z) = f(x) + g(x) = 0. En composant a gauche par f, on obtient :

fof(@)+ foglx)=f(x)=0.

Donc z € Ker(f). De méme x € Ker(g).
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4.2 Symétries

Définition.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. On appelle symétrie par
rapport a F' dans la direction de G 'unique application linéaire s : E — F telle que :

Vye F,s(y) =y et Vzed, s(z)=—z.

Ainsi pour tout z € E, il existe un unique couple (y,z) € F x G tel que x = y + 2z, et on a
s(z)=y—2z=2y— .

Remarque. On a donc s =p—q = 2p— Idg ou p et g sont les projecteurs associés a la somme direct
E=Fa&dG.

— Propriété 22

(1) sos = Idg. En particulier s est un automorphisme de F, et s™1 = s ;
(2) F =Inv(s)=Ker(s—Idg) ;

(3) G=Ker(s+ Idg)

Preuve.

(1)

(2)

On compose :
sos=(p—¢q)o(p—q)=pop—pogq—qop+qoq=p+q=Idg.

Soit z € F,onax=_x + Op et donc s(x) =x. Ainsi z € Inv(s).
~ ~~
eF eq
Si z € Inv(s), alors s(z) = x soit encore (s — Idg)(x) = 0g et donc z € Ker(s — Idg).
Soit x € Ker(s — Idg), (y,z) e F x Gtelquex =y + 2. Onas(z) =z, dony—z=y+z, et
donc par unicité de la décomposition dans une somme direct, z = 0. Ainsi x =y € F.

On a ainsi montré que F' C Inv(s) C Ker(s — Idg) C F et donc F = Inv(s) = Ker(s — Idg).

Soitx € G,onaz = O + a:G et donc s(z) = —z et (s+1Idg)(x) = 0g. Ainsi z € Ker(s+1dg).
€F €

Réciproquement, soit z € Ker(s+ Idg). 3 (y,2) € F x G tel que x = y+ 2. On a s(z) = —uz,
d’oll y — z = —y — 2z, et donc par unicité de la décomposition dans une somme direct, y = 0.
Ainsi x = z € G.

Finalement on a bien montré que G = Ker(s + Idg).

— Propriété 23

Soit s € L(E). Alors :
s est une symétrie < sos=Idg.

Plus précisément, E = Ker(s — Idg) @ Ker(s + Idg) et s est la symétrie par rapport a
Ker(s — Idg) dans la direction de Ker(s + Idg).

14



. . , . s+ 1d
Preuve. On a déja montré 'implication =. Montrons la réciproque. Pour cela, posons p = E

2
On a:

(s+Idg)o(s+Idg) sos+s+s+1dg s+1dg

Donc p est un projecteur, sur F' = Ker(p — Idg) parallelement & G = Ker(p). En particulier on a :

E=Fa&G
et s =2p — Idg. Donc s est bien la symétrie par rapport a F' = KGT(#) = Ker(s — Idg) dans la
direction de G = Ker(%) = Ker(s + Idg). O

Exercice. On considere I'espace F(R,R) des applications de R dans R. A tout élément f e F(R,R),
on associe 1'élément T'(f) € F(R,R) défini par :

VeeR, T(f)(z)=f(—x).

Montrer que T' est une symétrie de F(R,R) et donner ses éléments caractéristiques.

T est clairement un endomorphisme de F(R,R). De plus pour tout f € F(R,R), on a :

Ve e R, ToT(f)(z) = f(=(-x)) = f(x).

Donc T oT = Idrrp) et T est la symétrie par rapport a P = Ker(T — Idg) parallelement a
Z = Ker(T + Idg). Or:

fePevVreR, f(—x) = f(x) < ft est paire.

De méme f € 7T < f est impaire. Ainsi on retrouve de cette maniere que F(R,R) =P & 7.

5 Rang d’une application linéaire

5.1 Généralités

Définition.

Soient E et F' des K-espaces vectoriels tels que E ou F' est de dimension finie. On définit le rang
d’une application linéaire f : F — F par :

rg(f) = dim I'm().

Remarque. Im(f) est bien de dimension finie et on a :
rg(f) < min(dim(E), dim(F)).
En effet,

e si dim(F') < +oo, alors comme Im(f) est un sous-espace vectoriel de F', Im(f) est de dimension
finie et rg(f) = dim Im(f) < dim(F).

e si dim(F) < 400, et si on note (eq,--- ,e,) une base de E, alors on a vu que :

Im(f) = Vect(f(e1),..., f(en)).

Ainsi le rang de f est égal au rang de la famille de vecteurs F = (f(e1),..., f(en)), et donc
rg(f) <n=dim(F).

Exercice. On considere deux endomorphismes f, g d’un espace E de dimension finie.
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(i) Etablir que rg(g + f) < rg(g) + rg(f) et [rg(g) — rg(f)| < rg(g + f).
On a Im(f+g) C Im(f)+ Im(g), donc rg(f + g) <rg(f)+rg(g).
En utilisant I'inégalité précédente, on obtient :
rg(g) =rg((f +9) + (=f)) <rg(f +g) +rg(=f) =rg(f +g) +rg(f).

De méme, rg(f) <rg(f+ g) +rg(g). D’ou le résultat.

(ii) Montrer que rg(g o f) < min(rg(g),rg(f)).

D’abord, Im(go f) C Im(g), donc rg(go f) <rg(g).

D’autre part, on a f : E — Im(f). Considérons alors la restriction g de g & Im(f) : g: Im(f) —
E. Onago f=gof. Par ce quon a fait précédemment,

rg(go f) =rg(go f) <rg(g) < dim(Im(f)) =rg(f).

— Propriété 24

Soient E, F,G, H des K-espaces vectoriels de dimensions finies, et f € L(E,F). Siu €
L(G,FE), v € L(F,H) sont des isomorphismes, alors :

rg(f) =rg(fou)=rg(vo f).

Preuve. Soit B = (g1, ,gn) une base de G, alors (u(g1),- - ,u(gn)) est une base de E, et donc :

Im(f) = Vect(f oulgr), -, foulgn)) = Vect(f o u).

D’ou en prenant la dimension, rg(f) = rg(f ou). O

5.2 Théoréme du rang

Théoréme 25 (du rang)

Soit E de dimension finie, F' quelconque, f € L(E, F). Alors tout supplémentaire de Ker(f)
est isomorphe a Im(f).

Preuve. Soit S un supplémentaire de Ker(f) dans E, de sorte que E = Ker(f) @ S. Considérons
alors :

f: S — Im(f),z — f(x)

la restriction de f & S vu comme application & valeurs dans Im(f). Montrons que f définit un
isomorphisme de S sur Im(f) :

e [ est surjective : en effet pour tout y € Im(f), il existe z € E tel que f(z) =y. On décompose
alors x dans la somme directs £ = Ker(f)® S :

A(x1,x0) € Ker(f) x S,x = 1 + xa.
En composant par f, on obtient : y = f(x) = f(x1)+ f(x2) = f(x2). Donc f est bien surjective.

e [ est injective : soit pour cela x € S tel que f(z) = 0p. Alors f(z) = 0p et donc z €
SNKer(f)={0g}. Donc x = 0g et f est bien injective.
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Comme conséquence importante, on a la propriété suivante :

— Propriété 26

Soit E de dimension finie, F' quelconque, f € L(E, F'). Alors :

dim(E) = rg(f) + dim Ker(f).

Preuve. Comme E est de dimension finie, on en déduit que Im(f) et Ker(f) sont de dimensions
finies. De plus si S est un supplémentaire de Ker(f) dans F, on a avec le point précédent :

dim(E) = dim S + dim Ker(f) = dim Im(f) + dim Ker(f) = rg(f) + dim Ker(f).

Remarque. Attention, il s’agit d’une égalité de dimension ! En général, on n’a pas E = Im(f) @
Ker(f).

Exercice. Soient f,g € L(E). Déterminer rg(g) + rg(f) lorsque g + f est bijectif et go f = 0.

D’apres un résultat démontré précédemment, on a rg(f+g) < rg(f)+rg(g). Comme g+ f est bijectif,
on en déduit :

dim(E) = rg(f +9) < rg(f) +rg(9)-
Maintenant on a go f =0, alors Ker(f) C Im(g), et donc
rg(g) > dim Ker(f) = dim(E) — rg(f).

Ainsi on a montré rg(f) + rg(g) = dim E.

6 Equations linaires

Définition.

N On appelle équation linéaire toute équation de la forme f(x) = b avec :
e f: FE — I une application linéaire ;
e b € F appelé second membre de I'équation ;

e r € F un vecteur inconnu.

On appelle équation homogeéne associée a f(z) = b I’équation linéaire f(z) = Op.

— Propriété 27

(1) L’ensemble Sy des solutions de f(z) = 0g est Ker(f).

(2) L’ensemble S des solutions de f(x) = b est non vide si et seulement si b € Im(f) et on
a alors :

S =z + Ker(f)

ou zp est une solution particuliere de f(x) = b.
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Preuve. Le premier point est évident. Montrons le deuxiéme point. Clairement S—0) < b € Im(f).
Si b€ Im(f), alors il existe zy € E (solution particuliere) tel que f(zg) = b.
Des lors, on a :

reSES f(r)=b= f(xg) © flx —29) =0p &z —x0 € Ker(f) & x € zg + Ker(f).

O
Remarque. Si f est bijective, "équation linéaire f(x) = b admet une unique solution.
Exemples.
¢ Un systeme d’équations linéaires de n équations & p inconnues :
1,11 + a12T2 + - + a1 pTp = b1
a2171 + a22%2 + -+ + a2pTp = by
p 121 + Ap T2 + -+ QnpTp = by
est une équation linéaire f(X) = B avec f : (21, - ,2p) € KP — (a1121 + a1222 + -+ +

A1 pTp, - A 121 + Ap2Za + -+ + appxp) € K" et B = (b1, ,by).
¢ Les droites, les plans de 'espaces sont caractérisées par une équation linéaire.

4 Toute équation différentielle linéaire d’ordre 1 ' + a(t)y = b(t) peut étre interprétée comme une
équation linéaire f(y) = b(t) avec f :y € CY(I,R) — y' +ay € C°(I,R).
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