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Devoir surveillé N°5
Durée 3 h

e La qualité de la rédaction et de présentation , la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans ’appréciation des copies.

Sujet 1

+00 "
Soit v un réel on pose f, (z) = —
n
n=1

1. Déterminer le rayon de convergence de Z r
na
n>1
2. On note D, domaine de définition de f,
(a) Montrer que | —1,1[C D, C [-1,1]
(b) Déterminer D, selon les valeurs de «

(¢) Pour quoi f, est de classe C* sur | — 1, 1] donner I'expression de fép ) pour tout pe N sous
forme d’une série entiére

3. Calculer fo(x), fi(x), f-1(x), f2(x) pour tout x€] — 1,1
4. Monter quevz €] — 1,1[ xf! () = fo (x)
5. .Etude a gauche en 1

(a) Pour quelles valeurs de « f, est continue a gauche en 1?7
(b) Si 1¢ D, montrer que lim f, () = +0o0
z—1-

(¢) Pour quelles valeurs de « f, est dérivable a gauche en 17
6. ..Etude a droite en -1

(a) Pour quelles valeurs de « f, est continue & droite en -17

(b) Pour quelles valeurs de « f, est dérivable a droite en -17

Solution

n
n+1

1 Ap+1
1. pose a, = —; —— =
ne Qp,

> — 1 selon la régle de d’alembert R=1

(a) Z T conerge absolument selon la définition de R si |z] < 1 et diverge grossi¢rement
n()[
n>1
st |z| > 1 aivsi | — 1,1[C D, C [-1,1]



1 -1)"
(b) Sia>1 Les série Z p— ,Z ( a) CV A donc D, = [-1,1]

n>1 n>1 n
. AR T R e Gl Ol
Sia <0 Les Serlezﬁ ,Z? DV G donc D, =| —1,1]
n>1 n>1

1 -1)"
Si0<a<1 E n—DVet g (=1 Cv ( CSSA) donc D, = [-1,1]
(e /rLOé
n>1 n>1

(¢) fo est la somme d’'une série entiére de rayon de convergence ldonc elle est de classe C* sur

+oo +oo

B B ) B nl  a"P (n+p)! 2"
] 1,1[d€ th;Vp GIN,V$ € ] 1,1[fa (Jﬁ —-gég'agjjgﬁi—za— ——;;; nl notp
+00 T
3. fol ):;m”: —
+o00 "
= —=—In(1-
A =37 = =)
+00 +00 1 ! X
()= na"==x nm”1:x< ):
=2 =g, —x) T
400 +o00 +00 +0o
foo(x)= Zn%” = Zn(n— 1) +na" = Zn(n— 1)3;”—1—2711’”
n=1 n=1 n=1 n=1
” 1 ' 21 T r(l+x
Fa =2 (1) e (1) ; ;= 2t
- -z (1—-2z)" (1-2x) (1—2)
<X na® X
4. Vo el —-1,1] of, (z) = an = ZE = fa (2)
n=1 n=1
5. Etude a gauche en 1
(a) Sia <1 f, nest pas définie en 1
+oo
1
Sia>1f,estdéfinieen 1 ona et f,(1) = —
na
n=1
" 1
Vz €]0,1] T | < = donc la série CVN donc CVU sur 10, 1]
ne ne
a1 =1
;plgﬁﬁ = d’aprés le théoréme de double limite xliq”gfa (x) = ; i fa (1)

|fo est continue & gauche en 1<— a > 1]

(b) 1¢ D, donc o < 1 .0n a f, est croissante sur d’aprés le théoréme de la limite monotone elle
admet une limite ¢ finie ou 400

n k
Si ¢ finie vneN*Z%gfa(x)
n=1

1
On fait tendre x vers 1~ on obtient Vn € N* Z o </l < +4+o00

n=1

1
Ainsi Z — CV absurde d’ou lim f, (z) = 4+o00
/rLOé

r—1—
n>1



(c) D’abord on doit avoir f, est continue & gauche en 1 donc o > 1
OnaVze|— 1,1 of (x) = fou1 (2)
fo est dérivable en 17 < f,_; est continue & gauche en 1<—= o > 2
[f est dérivable en 1~ <= a > 2

6. Etude a droite en -1

(a) Sia <0 f, n’est pas définie en -1

+oo n
-1
Sia>0 f, est définieen -1 ona et f,(—1)= Z u
nCM
n=1
n _1 n _ n
Vo €]—,1,0] :z:_a = Z # est une série qui nérifie le critére spécial donc CV et
n>1 n>1 n
+00 k k
~1)" (~ " 1
wel- o 3% CUET | [Pt
k=n+1 (Tl—l—) (n+)
_1 n _ n
Z D" (z2) est CVU sur |—,1,0[
na
n>1

n —1)" 400 —1)"
lim — = % d’aprés le théoréme de double limite lim f, (z) = Z (=1 = fa(—1)

z——1tn% n z——1+

|fo_est continue & gauche en 1< a > (]

(b) D’abord on doit avoir f, est continue & droite en -1 donc o > 0
OnaVee|—1,1] zf) (x) = fo-1 ()
fa est dérivable en (—1)" < f,_; est continue en -1<=a — 1> 0
fa est dérivable en (—1)7 <= o > 1|

Sujet I

Partiel

On se propose de déterminer les fonctions f de classe C? sur U = R7* xR

a valeurs dans R solutions de (&) x2% + ny% + yz% =0

1. Montrer que I'application ® : U — R x R, (u;v) — (u,uv) est C?sur U
Soit f fonction de classe C? sur U solution de (£), on pose g = fo®
2. Justifier que g est de classe C? sur U

3. Exprimer les dérivées partielles premiéres et secondes de f en fonctions de celles de ¢

4. Déduire que: V(u,v) €U P9 (u,v) =0

0%u

5. Endéduire les solutions de (€)

Solution
1. (u;v) — (u,uv) est C? ses composantes sont polynomiales

2. g= fo® est C? comme composée de deux fonctions C?



3. g(u,v) = fod ((u,v)) = f(x,y) avec x = u et y = uv
On utilise la régle de la chaine

()= 5 o) g+ 2 () 50 = 22 ) — L 00 (u)
S () = g (w0) 5 2 w,0) 5 = 2 u,0)

= (5awn gt 2w 5+ B

5 (a0 5 + 58 0 5 )

O ) = 2 ) = 209y U0 ) 1 20
a7 9= ¢ (ugs 0 5y + 5 00 57

)= 55w

iy 0 = 0 00+ (g ) g+ G e 1)
i 10y T % 0%

D20y (z,y) = 72 9 (u,v) + T 9uow (u,v) — B (u,v)

4. Soit f € C*( U,R,) solution de (&) 222 Qxyazay + 2 2f =

922 o7 =
On a z? 8 L(z,y)= = gi‘q (u,v) — ZyG:gv (u,v) + i—z%( ,U) + i—y%(x,y)
ey ) = 2% () 4 2y S ()~ 2508 (a0
72 (@) = £ 28 u,0)
2L (a) + 205 2 (r.9) +PEL ) = 08 () = 2L () =

Ainsi ¥ (u,v) € U gQ—Z (u,v) =0

5. Soit f € C*( U,R,) solution de (&) 28 e 2:Uyawy - ngZJ; —

D’prés ce qui préceédeen posant g (u,v) = f (x y) avec © = u et y = uw

V(u,v) €U ag(uv)—Odon(:‘v’(uv)EU gg(uv) ¢ (v) onp e C( R*" R,) ainsiV (u,v) €

U g(u,v) —?jfgo Ydv + 1 (v) ouyp € CH( R* R, )ainsiV (u,v) € U g (u,v) = ud (v) +

ol p € C*(R** R,) et ¢ € C?( R*",R))
Donc f (z,y) = x¢ <y> + <g) ol p et p € C? ( R*",R))
x x
On vérifie facilement que toute fonction de ce type est solution de (€)

les solutions de (€) sont de type f (z,y) = x¢ (%) + 1 (%) ot p et ¢ € C? ( R*" R,)

Partiell
U étant un ouvert non vide de R?



e On appelle laplacien de f € C* (U, C) la fonction notée A (f) définie sur U par

V) €U A () = 55 () + 5 )

o [ € C?(U,R) est dite harmonique sur U si son laplacien est nul sur U

Vo) €U Ao = 5k () + 5% (0. =0

1. Déterminer les foctions ue C? (R** R) telles que la fonction A (z,y) = u <\/£L‘2 + y2> définie sur
Q=R>—{(x,0) € R? / z < 0} soit harmonique

2. Déterminer les fonctions v € C? (R, C) telles que la fonction k(z,y) = u (%) définie sur B =
R? — {(0,y) / y € R} soit harmonique

3. Soit 7 > 0.0n note D, = {(z,y) € R?* / 2?2 +y* < r?},C, = {(z,y) € R? / 2? + y* = r?}
Soit f € C? (R% R) harmonique ,pour p € N* on considére

ZIZQ—f- 2
R SR (2,y) = f(x,y) + —2

(a) Justifier I'existence de (ap,b,) € D, / f,(ap,b,) = sup f,(z,y)

(I,y)eDr
. : o Pfy 0 fy
(b) Démontrer que si (ay,b,) € D, 2 (ap,b,) <0 et P (ap,b,) <0

(c) Déduire en calculant le laplacien de f, que (ay,b,) € C,
(d) Montrer qu ’il existe (a,b) € C,. f(a,b) = sup f(z,y)

(z,y)€Dy

(e) Déduire que deux fonctions de classe C? sur R? harmoniques qui coincident sur C, coincident
sur D,

Solution

1. Soit ue C? (R™,R) telle que la fonction h (z,y) = u (\/xz + y2> définie sur € est harmonique

% — - / 2 2
e (z,y) = \/mu (\/x +y )

92h 2 Y2 ,

82—$(:U,y)= :v2+y2u <” x2+y2> B (22 + 42) \/mu (” :)52—|—y2>

Oh B y ,

%(x’y)_—’mu <\/1’2+92>,

0%h oy, x? ,

a0y @0 = g (VERE) - G e (V)
0?h O0?h

Viey) €U A(f)(2y) = 55 (2.y) + (‘92( Y)

=i (VEER) ~ e (V)



V(z,y) €U {Zi;gﬁg(wwr>0deeywnﬂ¢:wmﬂ+f
1

Vr>0u (r)—=u (r)=0doncVr >0u(r)=alnr+38 «f réels
r

On vérifie facilement que toute fonction u de ce type (z,y) — u <\/IC2 + y2> u (x/xQ + y2) est
de classe C%sur ) est harmonique

Les fonctions u € C? (R*",R) telles que (z,y) — u (s/ﬂ +y2> est de classe C?sur Q et
harmonique sont u (r) = alnr+ 8  «a [ réels

. Soit v € C? (R, C) telles que la fonction k (z,y) =v (g) définie sur B soit harmonique

Ok o 0%k -
O ) =~ (1), T ) = 20 (1) 4 207 (2)

8k _ 1,7 (y a2k _ 1.9 (y
ay (’T’y) = zY (x) ’ 823/ (‘T’y) = 22V (x)

02k 02k
V(z,y) € B A(ﬂ(%yf—ggﬂxﬂ)+5?%%y)

= =2 (1) + Lo (L) + Ho7 (9)
VteR J(r,y)eBt=1
2t
1+1¢2

AinsiVt e R u” (t) — V' (t) =0 donc Vt € R v (t) = aarctant + 3

a [ réels
On vérifie facilement que toute fonction v de ce type la fonction

(z,y) = v (%) est de classe C*sur B est harmonique

Les fonctions v € C? (R, R) telles que (z,y) — v (%) est de classe C2sur B et harmonique sont
v(t) = aarctant + 5 , o § reéels
. Soit f € C?(R% R) harmonique ,pour p € N* on considére

I‘2+ 2
LR SR (2,y) — f(2,y) + —Y

fp est continue sur le copmact D, fermé et borné en dimension finie ainsi f, est bornée etatteint
ses bornes d’ott 3 (ay,b,) € D, / f,(ap,by,) = sup f,(z,y)

(z,y)€Dy
. On suppose que (a,,b,) € D, donc (a,,b,) est point critique

0Ly _ 0k
Ainsi 8xp(a’b)_ oz,

.On applique la fourmule de taylor & l'ordre 2 & la fonction

(a,b) =0

o:R—R .z, — f,(z,b) .0 admet un maximum relatif en a

1
¢ (a,+h)—p(a)= §<p” (a) + o0 (h?) <0 ainsi ¢” (a) <0

2
Ona g’ (a) = G (2,y) <0

De méme on considérant ¢ : R — R ,y, — f, (a,y) on obtient %Q—fo (x,y) <0



2 2
5.V (z,y) € R? A(f,) (x,y) = %fp (z,y) + ayf; (z,y) = A(f) (z,v) —l—% = % car f est harmonique
si (ap,by) € D selon 4 A (fy) (z,y) = 127 0 absurde

Ainsi (ap,b,) € C,

6. C, est compact (fermé et borné en dimension finie) (ap,b,) € C
donc on peut en extraire une suite (ay(y), by(y)) qui converge vers (a,b) € C,

a’, |+ b2 2
w(p) T V) r
Lo (@), bp) = [ (@), bp)) + ————2 » = = [ (app), bpp) + )

2
lim f, o) (aw(p),b¢(p)) = lim (f (aw(p), bd,(p)) + T—) = f(a,b) car f est continue

p——+00 p——+00 1/) (p)
Ona fw(p) (a¢(p),bw(p)) = sup [y (v,y)ainsi f (a,b) = lim f, o) (aw(p bw(p) = lim sup fyp) (z,v)
(z,y)ED, p=teo P40z )eD,
sup f (7,y)
(z,y)€Dr

Car pﬁinoofp (z,y) = f(z,y)

7. Soient f et g deux fonctions de classe C? sur R? harmoniques qui coincident sur C, coincident sur
D,

On a h = f — g harmonique nulle sur C.
<x7y>€D7‘ h(x7y)§ sup h(ﬂ?,y):h(a,b):O/ (aab)GCT

(w,y)EDT

de néme (z,y) € D, —h(z,y) <sup —h(z,y) = —h(c,d) =0/ (¢,d) € C,

(:E,y)GDr

Ainsi h=f —g=.0doufet g coincident sur D,

Sujet 111
Partiel

t
1. (1)Enoncer le théoréme de convergence dominée (2)Calculer lim oo de.

n——too V0 14 x2n
2. (1)Enoncer le théoréme d’intégration des séries de fonctions.

(2)Montrer que la fonction fn définie par f, (z) = 2™ (Inz)® est intégrable sur 0, 1]et calculer son
intégral w, = fo (Inz)* dz

1 (Inz)?

(3)Déduire une expression de | 1 dz sous forme d’une série
x

3. .(1)Enoncer le théoréme de Leibniz.
(2)Monter que la fonction F :z — [['In(1+ 2?cos®t)dz est de classe C'

sur R
(3)Calculer F7 (z) puis déduire F' (x) pour tout z réel

Solution



1. (1)Enoncer le théoréme de convergence dominée voir cours
arctan (nz)

(2)0n pose f, (x) = T

On a f, est continue sur R*

0 si x=0
= 10,1
Ve e RY lim arctan (nz) _ { si x €]0, 1]
T

oo 1+ 120 — six=1

OSlx oo

arctan (nz) 2

Vo € N* Vr € RT =

* ve 1422 | = 1422 @ (@)

fnest continue sur R
(fn) CVS sur R vers f qui est contine par morceaux sur R*
© pest continue intégrable sur R™
0o arct o 1
D’abprés1 le théoréme de convergence dominée nliinm 0+ %1;(27295) r = g 0+ mdaj =
1 m
5 fO mdl’ = E [arctan:c]o = g
2. (1)Enoncer le théoréme d’intégration des séries de fonctions. voir cours
(2) fn est continue sur 0, 1jet =" (Inz)” =, (\%)
Ainsi f,, est intégrable sur ]0, 1],0n intégre par parties
fo (Inz)* dr = [ = (Inx } = fo (Inz)d

1 n n+l 1 n Jjn+]. n 1

Jo =" (Inz)de = |:n+1 (lnm)]o - n_+1f0 dx = |:n+1 (Inx) — ﬁx + ;
1 1

o gt 2 2 [art 1 _.n _ 2
Ainsi u,, = |:n+1 (Inx) ]0 - [n+1 (Inz) — oy H]o =
v ejoal B SS e (DS

x = —1)" 2" (Inx
o +1 —
On pose g, = (—1)" f,,
. o (In x)2 .
On a g, est continue, intégrable sur ]0, 1], Zgn CVS sur ]0, 1] vers g avec g(z) = n continue
x
n>0
sur |0, 1] Z fo " (Inx) {dm Cv d’aprés e théoreme d’intégration des séries de fonctions
n>0
fo g(z) fo = Z (=1) fo 2" (Inw)” do = 22 (nt1)?
n=0 n=0
Partiel I
efa:(lthQ)
0 F et

n pose F'(z) = fo (1+¢2)

1. Montrer que F est définie sur R™

2. Montrer que F' est continue sur [0, +00|



3. Déterminer liT F(z).

4. Montrer que F est de classe C! sur ]0,+o0c[ et démontrer que F/(x) = € (

NG f0+°° e’“Qdu.)

5. Montrer que F/ est intégrable sur |0,+o00[ calculer [["> F7 (z) da

6. Montrer que f0+°° e‘“zdu.zg

Solution
. €—$(1+t2)
1. On considére f: R x RT— R, (z,t) — T
f est continue sur R x R*
—z( 1422
Ve <0 % =0 (%)
1 e—r(1+t2)
b= 7 est non intégrable sur [1,+oo[ donc ¢ — T aussi
efx(1+t2) 1
ezl ‘(1+ﬁ)f§1+ﬁ
o—(1+2)
t— e est intégrable sur [1,4+o00[ donc t — e aussi
F est bien définie sur Rt
2. f est continue sur Rt x Rt et V (z,1) € (RT)? |€x(1+t2) <1
' ’ (1+¢2) | — 1+
t— T est intégrable sur [0,4-00[ donc F' est continxue sur [0, +00]
3.Vt € R*™ lim f(x,,t)=0 et V (z,t) € (RT)’ Bkl < L
' z—too” * ’ (1+¢2) | — 141

T e est intégrable sur [0,4-00]. D’aprés le théoréme de convergence dominée lim F(x) =0

1 r—+00
—m(1+t2)
4. f:R* xR*eR,(x,t)ﬁe(le—tz) est C! sur Rt x RT
9 71?(1+t2) 1
V(z,t) € (RT <
(z.1) € (RY) (14+1¢2) | — 14¢2
f—s —_ est intégrable sur [0,4-50[ donc ¢ ) s
— — _
t— T3 est intégrable sur [0,+oo] donc a5 aussi
0 0 1
On a 8_£ (x,t) = —e(1H) g > 0,Vo > a,Vt € R* 8_£ (x,t)' < e =0 <m> donc t— e

est intégrable sur [0,400]



D’aprés le théoréeme de leibniz F est de classe C! sur ]0,+00[ et démontrer que Vz > 0 F/(z) =

f0+°° e (1) gt == e 0+OO e~ dt on pose u = t/T
e +o00  _,2
Ve >0 Fi(z) =—— “d
x (x) =Jo e du
7r
A. . 02 _
insi 5
+oo  _,2 Ce™®
. On pose C=/," e “du donc Vx>0 FI(z)=
T

1
2

Fr(z) = 0(

1
= > = T est intégrable sur [1,4-00[ donc F’ aussi

1 1
Fr(x) =o0| — | t— —= est intégrable sur |0,1]donc F’ aussi
0) 5 0(7) 4 7 est ntegrable sur o1

Ainsi F’est intégrable sur ]0,4-00]

R () =~ [ C;E on pose v = /z donc ["* Frd (x)x = —2C [/ e~ dv = —2C?

1 T
+o0 +o00 . +o00

Ainsi C? = % or C>0 donc C:f0+°o e~ dy = g

10



