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Devoir surveillé

Durée 3 h

e La qualité de la rédaction et de présentation , la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans ’appréciation des copies.

Ezercice I
+o0 92n+1,.2n
. , x
Soit o un réel on pose f, (z) = —
n
n=1

22n+1x2n

1. Déterminer le rayon de convergence R de =
n
n>1

2. On note D, domaine de définition de f,

(a) Déterminer D, selon les valeurs de «

o

(b) Pour quoi f, est de classe C* sur D, donner I'expression de fc(yp ) pour tout p€ N sous forme
d’une série entiere

3. Calculer fy (z), fi(z), fo1(x), f-o (x) pour tout x€] — R, R|
4. Etude a gauche en R

(a) Pour quelles valeurs de « f, est continue a gauche en R?
(b) Si R ¢ D, montrer que 11111%17 fo (x) =400
)
)

(c¢) Pour quelles valeurs de @ f,, est dérivable a gauche en R?

(d) .A t-on les mémes résultats a droite en —R?

Solution
22n+1$2n
1. pose u, (r)= s

Up+ (.T)
Pou X?é 0 T(,ZL')

que |z| < 2> u, (z) CVA
Si [42?| > 1 c’est & dire que |z| > § > u, (x) DVG

L rayon de cv est

= 422 < 7:_ 1) — 4x?selon la régle de d’alembert Si |[422| < 1 c’est a dire
n

2. .
22n+1x2n
(a) Z ———— conerge absolument selon la définition de R si [z] < % et diverge grossiérement
n>1 n
- 1o 11 11
si |z| > 3 aivsi] — 1, 1[c D, C [-4,1]



(b) Sia>T1u, (=) =u, (3) ==

2
" 2
la série E —
n

n>1

CVAdonc D, = [-1,4]

2
Sia <1 Lessérie Z — , DV donc D,
n

n>1

- 13

(¢) fo est la somme d’une série entiére de rayon de convergence %donc elle est de classe C*™ sur

]—ll[depluszENVa:e]—ll[f(p)(alj):+2.o 2ot 2
’ 22l 0= 2

3. Rq Vz €] — 1,1] h(z) = ——

+oo
Z n(n—1)z"2
n=2

2

—22 @) =
ZB):QZ—(4n) =

—21In (1 — 42?%)

+00 +o00
fo1(z) = Z n (2z)*" = 82 Zn (422)"" = 8a2ht (42?) =
n=1 n=1

“+o00 —+00

+o0o
x)=2 Z n? (422
n=1

o 1
= ", h'(x) = 5 =
; (x) 1o

)" = (n(n—1)+n)(4a?)" =Y n(n—1)(

812

(1 —4x2)?

+Z (42?)

n=1 n=1
64x* 812 8z?% (422 + 1)
_o (z) = 322*h” (422) + 822N (422 + =
f-a(2) ") ) ey T T (-4
4. Etude a gauche en %
(a) Siaw <1 f, nest pas définie en }
+00 9
Sia>1 f, est définie en % ona et f, (%) = —
na
n=1
22n+1 2n 2
vr €0, i | ——| < =
ne ne
donc la série CVN donc CVU sur 0, 1]
22n+1x2n 2 +oo 9 .
lim —— = — d’ le the de double limite [ o (2) = — = fuo (5
nge — — aprés le théoréme de double 1mlex_zinf (x) nzz:lna fa (3)

] fo est continue & gauche en % = a> 1\

(b) 3 ¢ D, donc a <1 .0n a f, est croissante sur d’aprés le théoreme de la limite monotone elle

admet une limite ¢ ﬁnie ou 400

Si ¢ finie VnEN*Z—<fa( )



On fait tendre x vers = on obtient Vn € N* Z — < { < +o0

Ainsi Z — CV absurde d’ou hm | fo (z) = 400

n>1 x*i

(¢) D’abord on doit avoir f, est continue & gauche en 3 donc a > 1
OnanG] 2’2[ IL’f’( )_Qfa—l(x>

fao est dérivable en 5 < fo_1 est continue & gauche en % = a>2

‘ fo est dérivable en %7 = a> 2‘

(d) fa est paire donc les mémes résultats a droite en —37

Exercice I1

Déterminer les fonctlons f de classe C!' sur U = R"* xR a valeurs dans
R solutions de l‘ —yd (% =kf
(utiliser les coordonnees polaires)

Solution

U= R™xR
Soit f € C' (U, R) solution de xgg y% =kf

. r =rcosf S
Smt(x,y)EU {y—rsm@ >0(9€]—§,§[
On pose g (r,0) = f (z,y)
L’application ® : A = R™*x] — 2, Z[— R est C" car ses composantes le

(r,0)—(r cos 0,r cos 6)

sont et f G Cl (U, ]R) donc g € C* (A, R)

gg (r,0) = (x y) + g—i (z,v) % = —rsin 9% (x,y) + rcos H‘g—i (z,y)
gg (T 9) _yé)z (51771/)4‘373_5 (:Uay)
On aV (z,y) € U x‘g—i (x,y) —y% (x,y) =kf=V(r,0) € A %(r,@) =k g(r,0)

Done 3p € C* (R**, R) ¥(1r,6) € A g(r,6) — (1) ¥
Donc Jp € C* (R, R) V(z,y) €U =¢(L)e karctanf
Inversement Soit f (z,y) = ¢ (%) eharctan /5 O (R, R)

f eC'(U, R)
Y
Bf (gj y) \/;_4_?;290/< 72 +y2> 6karctan% + ]{790( /2 +y ) < _;;i) ekarctan%
1
? (ZL’,y) = \/%90/ ( T2+ y2) 6karctan% + ]‘C(P ( /12 + y2> (1+xy§) 6Ica]rctan%
79

3y (.73 y) — yax (JJ y) \/%QOI ( /22 + y2) karctan s+ ]{?QO ( /12 + y2> <z23fy2) ekarctan%
x karctan £ 2 k arctan ¥
B (VAR et (V1) () o
2 2 y
[L’gg ([L’ y) — y@a} (IC y) = kgp (w /12 + y2> <x290+2y2> ekarctang + kQO < /2 + y2> <w231y2> ekarctanz
28 (2,y) — Y3 (z,y) = ke (L) eForetons = f(x y)
Y

Les fonctions f € C! (U, R+*) solutions de a: — gy 8:0 =kf
sont de la forme f (z,y) = ¢ (£) eFarctans Jp € C’l (]R**, R)

Ezxercice 111
1efx2(1+t2)

On pose F(z) = |, e

dt., G (x) = [ e dt



Montrer que G admet une limite L finie en +o00
Montrer que F est définie sur R

Montrer que F' est continue sur R

Ll e

Déterminer lim F(x) et lim F(x).

r—-+00 T——00

5. Montrer que F est de classe C! sur R
6. En déduire que F/(z) + ((G (m))Q)/ =0

7. Etablir que  F(z) + (G (2))* = %

VT
2

8. En déduire que L = f0+°° e du.=

SOLUTION
67x2(1+t2)
On considére f R x [O, 1] — R, (SL’, t) — m
1. t— e est continue sur Rt e = o (%) donc intégrable sur R*

“+o00

G admet une limite L = f0+°° e~ finie en 400

221442

2. Yz € R la fontion t — %est continue sur [0, 1]donc intégrable sur|0, 1] .F est bien définie sur

R

—a(1+12)

3. f est continue sur R x [0,1] et V (x,t) € R x [0, 1] e S

,t— 1 est intégrable sur [0, 1] donc F' est continue sur R

efx(1+t2)

4. vt € 0,1] :vl—lj—noo (x,,t)=0et ¥ (x,t) € R x [0,1] T <1,

t— 1 est intégrable sur [0, 1]. D’aprés le théoréme de convergence dominée lim F(x) =0

T—+00

—x2(1+t2) 2 2 2
OuVvVzr e R |———| <,e ™ donc |F(z)| <,e™™ or lime ™ =0

(1 _|_t2> x—7oco
Donc liT F(z)=0

67:1:2(1+t2)
5. f:Rx[0,1] - R, (z,t) > ———— est C' sur R x [0,1
f X[a]_> ,(l’,)—> (1—|—t2) €s sur X[a]
—12(1+t2) 1
V(z,t) e Rx 0,1 <
(CL’,)G X[u ] (1+t2) = 1442

s L ot mtegrable sur [0-+oo done f — ot
b= ;g ost intégrable sur [0,+00[ donc t — e aussi



On a % (z,t) = —9gee(1+8) la,b] C R Vx € [a,b],Vt € [0,1] ’% (x,t)' < 2be™” donc t— e
est intégrable sur [0, 1|[
D’aprés le théoréme de leibniz F est de classe C! sur [0,400]

par parité de F I est de classe C! surR
Ve eR FI(z) = fol 926~ (1) gt — _9ge—? fol e~@’dt on pose u = tx
Ve eR Fi(z)=—2e" Iy e~ du donc Fr(z) + (G (:C))2)I =0

x— F(x) + ((G(:v))Q) est Ct sur R et Fr(z) + ((G (x))2), =0
Donc 3c € RVz € R F(z)+ ((G (x))z) =c

Quand x tend vers 400 [2=c
11 . . -
On a F(0) = [ mdtzz et G(0) =0 ainsi c =%

Or L>0 donc L = f0+°o e~ du.=

%

Ezxercice IV

E =M, (R) :on pose (A| B)=tr(*AB)

1.

2.

Montrer que (. | .) est produit scalaire sur E

Monrer que VA € E |tr (A)| < /n/tr (*AA) etudier le cas d’égalité

S, désigne I’ensemble des matrices symétiques réelles A,, désigne 'ensemble des matrices antisymé-
tiques réelles

(a) Montrer que S,, A, sont supplémentaires orthogonaux dans E
(b) Calcsulerd (A, S,),d(A,A,) A€ E

. SOitV:<’UiJ‘)€E/’Ui’j:{ 18122‘7_1

0 si non

On noteG = vect (V’“)keN

(a) Calculer VP p € N que 'on exprimera dans la base canonique de E
(b) Calculer (V? | V) ,p,q €N

(¢) En déduire une base orthonormée de G

k=n—1 t kY2
tr (PAV
(d) Soit A€ E ;montrer que d (A,G) = ,|tr (*AA) — M

n—k
k=0
Solution
. Voir cours
VA€ FE |tr(A)| = [(A| L)| < ||A|l [|[I.]] = /ny/tr (FAA) Inégalité de cauchy schwaryz avec égalité

ssi (A, I,) liée donc A=al,,

. S, désigne 'ensemble des matrices symétiques réelles A,, désigne I’ensemble des matrices antisymé-

tiques réelles



A+ (*A) N A—(*A)

(a) VA€ E A= i ainsi E=S,, + A,
—_——— N—m—
Sn€ An€
Soit (A,B) €S, xA,.ona(A|B)=(B]|A)dond tr(AB) = —tr (BA) = — tr (AB) ainsi
(A|B) = tr(AB) =0

1
Ainsi S, 1 A, dou E:Sn@fln
(b) Soit A€ E
4(A,50) = | A = ps, (A)] = HA -

X

2
A—(tA A+ (TA
d(A,Ay) = [[A—pa, (Al =1||A- 2( - 2( )H
(¢) Soit f 'endomorphisme de R™ canoniquement associé a V
B.= (e1,....,e,), base canonique de R"
) f(ek):ek,1 Slk22
Vk € {1;2,...,n} { fler) =0
B Pley)=erpsik>p+1
Vpe{l,2,...n—1},Vk € {1,2,.. }{ f(e1)=0 - sik<p
Vp>n fP=0
A 0 sip>n
. - k=n—p
OnaV = Z Eijt1, ,Vp € N© VP = Eypip sip<n
= k=1

(d) Soit (p,q) € N?
1%cas Sip>n oug>n (VP|V?) =0

k D k=n—q
2%mecqs Sip<n—1 oug<n —1(VP|V9) :<Z B gy | Z Ekk+q>>

(Vp ‘ Vq) =Tr (( :ip Ek Jtp ) ink k+q>>

k=1

k=n—p k=n—q =n—pl=n—q
( Z t(Ek7k+p)> ( Ek,k+p) Z Z EyprEiig
k=1

k=1 k=1

k=n—pl=n—p k=n—pl=n—p
0 si
Vp | Vq Z Z 5leT Ek+p l+q Z Z 5kl5k+p JI+q = { n—p S%)p%:qq
k=1 I=1 k=1 1=

((VP,,7)) (pg)ene est orthogonale

(e) G = wvect (Vk)keN = vect (Vk)1<k<n
(Vk)o <hen_1 St une base orthogonale de G
Vi
Vk € {0;1,2,....,n—1 R,=—— (R t b th le de G
{0;1,2,...,n — 1} on pose Ry \/n——p’( k)1gkgnf1es une base orthonrmale de

(f) Soit Ae E ; d(A,G) = ||A—pe (A)]| Jtr ("AA) — :Z W

k=0

6



k=n—1

:Z_ (A|Ry)Ry= > (tr("ARy)) Ry

k=0
1AI°=l4 - pc:( )H +llpe (A)I” [Pythagor]
kf

Ipe () = ((tr(tARk))) - 2_ W
N (Av)”

IA = pe (A)|* = tr (*AA) — L

k=0
k=n—1 (t”{’ (tAVk))Z

AnSid(A,G)JtTGAA) -
n_

k=0



