1 Rhanami 2019-2020

Correction de quelques exercices

Exercice 1

Résoudre les équations différentielles suivantes

1. (H) (sint)z’ —2cos(t)x =0
(L) 2" 442’ + b5z = cost.cht
Solutionl

m(smt)x’ —2cos(t)r =0

1.

Soit Iy =lkn,(k+ 1) [,k € Z
—Reésolution sur I, k € Z

. cost
Sur I, s’écrit 7/ =2——x
sint

La solution générale de Sur I est t— akeln(smt)2) = ap(sint)? [ ap € R
—Résolution sur J, =] (k — 1) 7, (k+ 1) 7],k € Z

Soit f une solution de (H) sur Jj

f est solution de (H) sur I et I

Jag_1 €R Nz € I f (x) = ag_1(sint)?

Jdag; € R Vx € I f(x) = ap(sint)?

On aVz € J, (sint)a’ —2cos(t)xr =0 donc f(0) =0

f est continue en 0 donc lz’m+f ()= lim f(x)=f(0)=0

r—km r—kmw—

fest dérivable en 0

On a li£n+f (=) =.0 liLn /@) =0 ainsi f7(0) =0
r—km T z—kr— T
. . (sint)*sit € Iy _ (sint)*sit € I
SOltlbk—l-Jk_)R’t%{ 0 sinon Wk Sk = R E— 0 si non

Yy_1, Yy sont solutions de (H) sur Jj
Toute solution f de (H) sur Jj s’écrit
[ =01, outy, | ou_q o4 € R =ainsi S, (H) = vect (1,1,,) sa dimension est 2

. 2 .
o, ' R—R |t — { (Sz%t) sisilgne I ¢ est solution de (H) sur R

(Yr) ez est libre donc Sy, (H) est de dimension infinie

* (L) 2" +4a’ + bz = cost.cht

1.

(€(1+i)t et o (=140t 6(—1—i)t)

NN

(L) «” +4a" + b5z =
(H) 2”7 +42'+5x =0

Equation différentielle linéaire scalaire de 2¢¢m¢

ordre a coefficients constants

Equation caractéristique est (£) r2 +4r +5=0
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Les solutions de (£) sont 1y = —2 44,19 = =2 —

Sk (H) = vect (p,v) , o (t) = e 2% 1) (t) = e 2 sint

On cherche une solution particuliere f de (L) Par la méthode de substitution
(I+14),(1—14),(—=1414),(—1—1) ne sont pas racines de (&)

. 1 .
On ccherche des solutions de (L) sous forme de Ce(** de 2" + 42’ + 5z = Ze(lﬂ)t on trouve

33—
156
On ccherche des solutions de (L) sous forme de Ce(!~9* de
1 . 3+ 2
2" + 42"+ br = Ze(lﬂ)t on trouve C= ;;)6 !
On ccherche des solutions de (L) sous forme de Ce(~1*9)* de
1 . 1—2
" + 42"+ br = Ze(*lﬂ)t on trouve C= 50 !
On cherche des solutions de (L) sous forme Ce(~'=9* de
1 . 1+2¢
©” + 47 + b = Ze(*lﬂ)t on trouve C= —QI—O !
3—2i .., 3+2i . . 1—2i , 1+ 24 ,
_ (1+4)t (1—i)t (—1+i)t (—1—i)t
Jo) =g ™ g @ Tt ¢ gy ¢

t t

f(z) = 156 (3cost + 2sin, t) + 26—0 (cost + 2sint)

t

. e
La solution générale sur R & valeurs complexes est t— qe™ 2+ 4 Be=2t7i 156 (3cost + 2sin, t) +

t

;—0 (cost 4 2sint) ,a et § complexes

¢
e
La solution générale sur R a valeurs réels est t— ae ' cost + e ?sint + T56 (3cost + 2sin,t) +

t

26—0 (cost + 2sint)

,a et [ réels

FExercice 3

On considére I’équation différentielle : x%y/ — y =0.
1. Résoudre cette équation sur les intervalles ]0, +oof] et | — 0o, 0].
2. Résoudre I'équation précédente sur R.

Solution

On considere 'équation différentielle (H) : 22y — y =0.

1. Résoudre cette équation sur les intervalles I =]0, +o00[] et Iy =] — 00, 0].
1
Sur Iy, k=1ou2 (H) sécrit y/ = —y
x
. o 1 1
Soit w une primitive de x— — Sur [; w (v) = ——
x x

1

La solution générale de Sur I, est x—— y (z) = age?® = akeig /o €R
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2. Résoudre I’équation précédente sur R
Soit f une solution de (H) sur R f|;, est solution de (H) sur I
1

doy eR Ve el) f(x)=ae ®
1

Jags ER Nz e lr f(z) = a2e_5

OnaVz e R 22fr(z) — f(x) = 20 donc f(0) =0

f est continue en 0 donc lim f (z) = lim f(x) = f(0) =0

z—0t z—0~
1 1
lime © =0, lime T = 40000 ainsi a; =0
z—0t z—0~
0Si <0
Donc f (x)) = 1 .t est dérivable en 0
age T s x>0
1
x
On a lim J @) =.lim age— = lim asXe X =0, lim J (@) =0 ainsi f/(0) =0
z—0t X z—0t X T—+00 z—0— X
0Si <0
Soit ¢ (x)) = 7} @ dérivable sur R et solution de

e Tsi x>0

I’ensemble des solutions de (H) sur R est vect(p)

Exerciceb
¥=x+y+t
Résoude (L)} o = —x + 2y + 2z — t*
Z=x+2+1

l.[l'
Soit X:( y | (L) s’écrit X;= AX + B (t)

z

1 10 t
oﬁA:(—l 2 1),B(t):<—t2>

1 01 1

X-1 -1 0

XA: 1 X 2 —1 L3«—L3+L2,

Xa=| 1 X—=2 —1 |Cy« Cy—Cs
0 X-2 X-2

Xa = 1 X-1 -1

0 0 X -2

Xa=(X =2) (X =1)*+1) = (X -2) (X =1 —i) (X —1+1)
1

Es (A) = vect ( % ) Eiyi (A) = vect < —11 ) E1i (A) = vect < —11 )

La solution générale de (H)sur R a valeurs complexes est



1 7 —i
fit— ae? ( 1 ) _|_ﬁ€(1+i)t ( -1 ) +,y€(1—i)t ( 1 ) :
1 1 1

a L[,y complexes
La solution générale de (H)sur R a valeurs réelles est

1 —sint cost
fit—ae®| 1 |pet| —+cost | +~et| —sint |,a 8,7 réels
1 cost sint

Résolution de (L)
On cherche une solution particuligre f & valeurs réelles de (L) sous forme

1 —sint cost
fit—a®)e | 1 | +8(#)et| —cost | +~(i)e! [ —sint |,
1 cost sint

a LB,y foncions dérivables a valeurs réelles

f € Sk (L) donc
—sint cost t
B (t)et | —cost | ++/(t)et | —sint | = 2
cost sint 1
t)

o (t) e — B ( tsmt—}-v()etcost:t
o (t) e?t — ' (t) et cost — B’ (t)etsint = t* on résoud ce systéme

= "(t)e* + 5 (t)e cost—i—Qﬁ (t)etsint = 1
of (1) = %
8 (1) = ((t —1)*sint — (1 — ) cost) e*
At
, (1 —t*)sint — (¢t — 1)% cos t) e
\ v (t) o 24t
( o ()= & +;) e
8 (t) = ((t— 1)*sint — (1 — t2) cost) e
2
ri ((1 — %) sint — (t — 1)2 cos t) et
L) = 5

Trouver une prvimitive de o ,3 ,yon trouve ainsi f
La solution générale de (H)sur R a valeurs réelles est

1 —sint cost
fit—ae® | 1 | +Bet| —cost | +~et| —sint | + f (1)
1 cost sint
a By réels

Exercice 6

Solution

2 0 1
1. Soit A la matrice A= 1 -1 -1
-1 2 2

X-2 0 1
a) yi=| -1 X+1 1
() X4 1 9 X -—2
X-1 0 1
a=| XxX-1 x+1 1
X 4+1 -2 X-—2
X-1 0 1
X4 = 0 X+1 2
0 9 X_3

Cl«—C1+CQ—03

Ly« Ly — Ly, L3 « Ls+ Ly

=(X-1)°




(b) Spr (4) = {1}

Selon cayley hamﬂton X4 (A) =(A- 13)3 =0

0 1
B:A—Igz - -
—1 2 1

exp(tA) = exp(t (B + I3)) = exp(tB)exp(tls)

exp(tA) = (Z %) (Z Wn—?")) = ¢t ( . (tf')n>
0

n=0 n=0

1 0 1 1 1 0 2 2
B* 1 -2 -1 1 -2 -1 ]=(0 2 2
-1 2 1 -1 2 1 0 -2 -2

B

1

0

0

exp(tA) = e <[3 +tB+ %BQ>

0 0 1 0 1 0 2 2
I; +tB+ 5 B? = 10 )+t 1 -2 -1 |+2(0 2 2
0 1 -1 2 1 0 -2 -2

1+t 2 t 4 t2
exp(tA) =et t 1—2t48 —t+¢?
—t 2 —t2 14+t —1t2

T =2x4+z

(© (H){ y=s—y—2 (H)XI=AX
2= —x+2y+22

La solution générale du systéme différentiel de (H) est

a ((r+w+bﬁ+c@+¢%)t
X(t)) = exp(tA) ( b ) = < (at +b(1 =2t +t*) +c(—t+t g)

(—at+b(2t —t*)+c(1+t—1t?))e )
a,b,c réels

Exercice 9

Solution

1. Rechercher les fonctions polynomes solutions de:(z? — 3)y” — 4ay! + 6y = 0.
En déduire toutes les solutions de cette équation sur R
Soit p foction polynémiale solution de (H) p(z) = a,a™ + ....ag, a, # 0
p solution donc (x? — 3)p” (x) — 4zp’ (z) + 6p (z) = 0.
(n(n—1)—4n+6)aa™ + .......... =0 donc (n? —5n+6)a, =0
Or n?> —5n+6 = (n — 2) (n — 3) donc n=2 ou n=3
Pour n=2 On pose p(z) = az? + bxr +c,a # 0
2a (2? — 3) — 4z (2ax + b) + 6 (az® + bxr +¢) =0
(—4b + 6b) z + (—6a + 6¢) = 0 ainsi b=0 et a=c doncp (z) = a (z* + 1)
Pour n=3 On pose p(z) = az3 + bx? + cx +d,a # 0
(22 — 3) (6ax + 2b) — 4z (3az?® + 2bx + ¢) + 6 (az® + bz + cx +d) =0
(—18a+2¢)z + 6 (d — b) = 0 ainsi b=d et 9a=c doncp (r) = a (z* + 9z) + b (2? + 1)

On choisit les fonctions polynémes f: o — 22+ 1, g: 2 — 23+ 9z



2. les intervalles I; =] — 00, —v/3[] , I, =] — /3, V3], Is =]/3, + 00|

2+1 2 +9
Vre I W(fg) (2)=| "y~ 52 09 | =@ =3)2#0

(f,g) est un systéme fondamental de (H) de S;, (H)

La solution générale de Sur I est x— oy, (22 + 1) + 8, (23 + 92) . , ), réels

3. Soit f une solution de (H) sur R
f est solution de (H) sur I , Iy et I3
Ja,B,eR Ne el f(z)=ay (2?2 +1) + S (23 + 92)
Jag, B, eR /Nr €Ly f(2) =g (22 + 1) + By (2 + 92)
Jasz, B3 ER Vo €3 f(x) = az(x® + 1) + B (23 + 92)

f est continue en —/3 et v/3 donc  lim f( Y= lim f(x)=f <_\/§)
z——y/3" r——/3"

et lim f(z)= lim f(z)=f(V3)

il?—>\/7Jr $—>\/§7
Donc 4a; — 126,V3 = 4oy — 12V/30, , 4ay + 12v/33, = 4as + 12V/30;,
f est dérivable en —v/3 et v/3 donc  lim f’( )= lim_ f'(z)=f (—\/§)

xﬂf\/g r——+/3

et lzm f’( )= lim f'(z)=f (V3)

Dmm—mhv§+485,:—z%v§+emﬁmmmv§+1&%::mm¢§+1&g
f est deux fois dérivable en —+/3 et /3 donc lim f”( ) = lim_f"(x) et lim f”( ) =

o3 23 o3
lim f7 (z) donc 2a; — 183,V/3 = 205 — 1883,/3
z—/3"
day — 1251\/g =4y — 12\/552 ay — 361\/_ = Qg — 3\/_6
209+183,V/3 = 203+18833v/3 Ainsi §  —201v/3 + 188, = —2a5V/3 4+ 188, { —ay +3V36; = —as + 3V/3
20 — 183,V3 = 205 — 185,/3 a1 — 98,V3 = ay — 9B,V/"

dag + 12\/352 =4asz + 12\/3533 Qi + 3\/552 =az+ 3\/3533
200V/3 + 183, = 2a3v/3 + 1885 { a2+ 3v3By = a3 + 3v/3B,

On trouve ainsi
{ (1 —ag) = (B4
(1 —ag) = (B,
( (B2

P)

P)

Q9 — (3 3\/§ _ —
{(042—0433 (52 ;9\/§ = =t =0

S% — a1 =ay et B =0,

Dot oy = ag = aget B, = By, = B3

L es solutions de cette équation sur R sont de la forme x— a (22 + 1) + b (23 + 9z) a,b réel



