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Prépration CNC

_ , ¢"1n” (n)
On considére la série de terme général :u, = —=ou n>2,geR* ,aeR, SR
na
Partiel
1 1))’ o
1. niil’loo el e n_l}zﬁzoo |q| (%) (n Z 1) = |q| > 1 alors Zun est divergente selon la
régle de Dalembert
n’ (n)

2. Dans cette question on suppose que ¢ = 1 donc u,, =

a) Zun série de Bertrand Zun CV <= a>1lou (a=1et f<—1)

Voir cours

(b) On suppose que § = 0 donc u,, = —
nCM
1
i. Voir cours E — est convergentes o > 1
na

n>1
—+00

1
La fonction ¢ : |1, +oo[— R,a — Z — g’appelle fonction Zéta de REIMANN
na

1
ii. Va > 1,t— t% est continue décroissante positive sur [1, 400] etz — CV.D’aprés com-
n

n>1

+o0
0 1 0 1
paraison série intégrale f; wdt < Z = < f1+ +dt donc e <((a) —1<
p— ainsi 1§C(a)§1+a_1
((n)—1 1
. Vn > 2. < <
iii. Vn >2,<((n) < — < . ST
1
; Y p— CV donc Z C C’V (Thé de comparaison)
iv. considérant la suite double (n m)n>2’m>2
Soit n > 2 fixé - L
Z n~™ est une série géométrique de raison 01<— < <5 donc CV
n
n>2
N 1
= /1\" n 1 1 1 1
S .t ATZ — —_ = n = ~N — — -
o Z(n) 1 nn-1) n? n-1 n
m=2 1 —_ —
n
+00 400 1\™ +00 1 1
Z A, CV ainsi (n7™),,5,,5, €st sommable et on a Z Z (E) = Z <n — - ﬁ) —
n>2 n=2 m=2 n=2
1
+o0o +o0o +oo
) I STURIFSE SIGORIEY
m=2 n= 2 n=2

1



1
V. (—> est sommable Vo > 1 comme produit de deux suites sommables
( n>1,m>1

nm)®

Pour n > 1 on i)ose Jn={(p.q) € (N*)? /pq = n}.(J, n)n>1 €st une partition de(N*)* donc

R | o 1
Z Z (nm)a) = Z —(nm)c‘ d’aprés le théoréeme de sommation par tranches
n=1 \Am=1 n=1\(p,

q)€J
SGRRRSH

n=1 \m=1

+o00 400 +oo
1 1 cardd,
= _ 1 =
Sy )Yl x )y
n=1 \ (p,q)€Jn n=1 (P,q)€Jn n=1
Jn = {(p, %) € (N*)? /p divise n} card (J,) = d(n) Ou d(n) est le nombre de diviseurs
de n ainsi (¢ (a))? = f d(n)
- n=1 n®

1
vi. Ya > 1,t— L est continue décroissante positive sur [1, +oo] etz — CV.D’aprés com-
n

to

n>1

paraison série intégrale

+oo +oo

ST kdt < Z Ldt donc

k= n+1
1 1 1
ainsi R , ~—
(a—=1)(n+1)*" anka_ (a—1)na-t () (a—1)no-t
R, =
) = i ( <)

2

?vll—

(¢) On suppose a = 1, 0n pose a, = —Inn

K‘

=1

i. Par comparaison a une intégrale Vk > 2, [, fl Tt < — - < fk L fdt

Api1 — Qp = n—H—ln(n—kl)—klnn— ﬁ—f:ﬂ Ldt <0
k=n k=n
n 1 n . 1
fl +1 %dt < ZE < fl %dt et parsuite 0 < 1—In2—Inn+In(n+1) < ZE
k=2 k=
Donc décroissante nimorée par 1 —In 2 donc elle converge sa limite notée ]1
0, 1]

ii. On cosidére la suite b, = a,, — v
Alc,=b,— b= l—ln( )+In(n—1)

Gp=2+m(1-21)~=%, ch est convergente
n>2

B. ¢, ~ — d’aprés le théoréme de sommation des relations de comparaison ,

2n?2

Inn <1

In2 1[C

+o0 +o00 400
ch ~ % = %Rn(Z).ch = < lim ck> — ¢, =0—0¢,, R, (2) ~ % ainsi

k—+o0
k=nl k=n k=n

k=n
1 1
1 : 1
Cp ~ - €t arsulteg —=Inn+~vy+=4+o0|—
2 &P — k T (n>

1
(d) On suppose que a =1 et f§=—1doncu, = ——;n>2
nlnn



DV

b= 1 ; est continue décroissante positive sur [2, +00] et g
n>1

nlnn
.D’aprés comparaison série intégrale

n 1 .
g~ [5 7izdt =In(In(n)) — In(In (2)) ainsi
n

i

ol

S N

1
In

~ In(In(n))

o
o

Eond
[|
N

Partie 11

Dans cette partie on suppose que |q| < 1

1.

Un41
Un

lim
n——+-+00

, mn+1)\" [/ n \°
= nﬂ[a@m lq| (T) i) = lg| < 1 alors Zun est convergente selon la

régle de Dalembert

n

Dans la suite de cette partie on suppose que 5 = 0 donc u,, = u,, = a4

nOé

+oo
La somme de > u, est notée S (a,q) Z uy, et la suite des sommes partielles .S, («, q) Z U,
k=1

k=n

k=1 1—¢

k=n k=n k=n
=Y k" =q+) k" =q+ D k(S (0,q) = Sk-1(0,q))
k=1 k=2 k=2

k=n k=n k=n k=n—1
=0+ > kS(0,q) =Y kSk1(0,q) =q+ Y kSk(0,q) = > (k+1)5k(0,9)
k=2 k=2 k=2 k=2
k=n k=n—1 k=n—1
Sn(=1,9) =g+ > kS (0,q) — ijSkOq ZSkOq
k=2
k=n—1

= q+nS, ( Z Sk (0,9)=(n+1) S, (0,q) — (isk(o,q)>

k=1

(n+1)5,(0,q) — (i Sk (0, q))]

k=1

S(—1,q) =limS, (—1,q) = lim

(n+1)S,(0,q) - (fsk(o,q)> =) (-4

k=1

q(1—¢") i n+1)Q”+1+Q(1—Q”)
1—gq 1—q q & 1—q (1—-q)°

On alim (n+1)¢"™ = 0,lim¢" =0

doncS (—1,¢q) =lim S, (—1,q9) = 1 2
(1—gq)

(n+1)




k k=n

nqk k=n qkl q = o knlk ql—tn
4. — th Tt = v t dt
k Z/‘0 /0 Z /0 / 1_t
n=1 n=1 n=0

qk q q tn q Ifn

T —dt—/ dt:—ln(l—q)—/ dt

k) o1—t o 1—t 1t

q 4n lq] n n+1
/ dt‘g/ —dtSL
0ol —t 0o 1—1 (1—4q)[n+1]

n

k=n k q
S(—1,q) = lim Z% = lim (—ln(l—q) —/ 1t_tdt) =—In(1l—-gq)
n=1 0

?‘3
3»—=

Il
—

n

Ona 0<t<qgdonc 0<l—a<1-—1 ainssi

+oo k n+1
q" q
5. ¥q €]0,1], 5 = 5 q 2
k;ﬂ kz (n+1) (n+1) k;H 1_‘1)(”"‘1)
1 1
S12,=|—
5(23)-5(23)|- £ w5
. . . . 1
On choisit le plus petit entier n vérifiant < on trouve n=>5

2n (n+1)* ~ 1000

1 1
Ainsi 2, = | = 2, - | =1
insi S( ,2) 55( ,2) , 377

On suppose que ¢ = -1, € R donc u,, =

Partie 111
(—1)" (Inn)”
na
(—1)" (Inn)”
nO{

1. OSi a < 0 alors ne tend pas vers 0 donc Zun DVG

USi a =0 alors u, = (—1)" (Inn)”, Z u,, est une série alternée

(a) — Sif >0, u, ne tend pas vers 0 donc Z u, DVG
— Sifg<0 Zun est une série alternée vérifiant CSSA donc CV

OSi a > 0, Z u, est une série alternée vérifiant CSSA a partir d'un certain rng donc CV ainsi

(Z upconverge) <= ((« >0et f €R) ou (a=0et § <0))

~1)*(lnn)?
2. On suppose queoz—%,un ( 1)\/% )
(D' - D S (D 1
1

< 102 donc p=9999

On choisit un entier p tel que

vVp+1

9999 k +00 k
—1 -1

E (=1 soit une valeur approchée de la somme E (=1

k=1 vk k=1 vk

Mauvaise approximation

a 1072 pres.



Partie IV

Voir cours sur les intégrales a parametre

1. Calcul de ¢ (2)

On considére pour n > 1 la fonction P, a valeurs complexes définie sur [0, +oo| par :

Pn( ) <(\/—+ )2n+1 (\/E—i)2n+1>

(a) Par la formule du bindbme on a

k=2n+1 k=2n+1

( Z Oé:n—&-lz. 2n+1 k Z an—i-l J (\/—)2n+1_k>
k=2n

g k k\ :k 2n+1—k

Z Choa (1= (-1)F) i (Vo)

2n 2k k _ . A e
= 2—Z E 2022,?1%22’““ E Cgﬁﬂ 2" % est bien polyndmiale

A 2n+1
(b) Soit x>0 P, (z) =0 <= (yVz +1)"""" = (Vz — i) —= (&) T

N
2i (k) 1
e 2n+1
£+Z—e2n+l 1<k<2n donc\/_—z% 1<k<2n
e 2n+1 — 1
km
cos
\/E—‘L’;H),l < k<ndonczx = (tan(QkL))2,1§k:§n
sin (3,77) "
les racines de P,, sont  les x; = (tan (2% 2 A <k<n
2n+1
k=n
(¢) Pu= OB (-1)F X" F = X" = O3, X" et (<1
k=0
k=n
P, = C3, 4 H (X — z), d’aprés les relations entre coefficients et racines d’un polynome

k=1

k=n n
km c3 n(2n —1)
E _ E 2 2n+1
Tk cotan <2n + 1) N C%nil N 3

cos? ki 1 — sin? h
- om+1 - omn+1

km
Z cot an? ( ) = Z =
k=1 n+1 in? ( km ) k=1 sin? (2 b )

k=1 sin

—n 4+ =
= in? ( km ) 3 3
2n+1

1
(d) la foction sinus est concave sur |0, g[ donc YVt €]0, 2[ 0 < sint <t ainsi — ; S D)

Cosidérons la fonction f :|0, g[—> R,t — sint — tcost, f est dérivabe et f/(t) = tsint >

—_

1
sur |0, g[ donc croissante ,Vt €]0, g[ f(0) = 0 < f(t) donc Vt €]0, 2[ cotan (t) < o



1
vt e]o,g[ cotan (t) < 7 <

sin ()
(e) O Vi<k< hm €] 7T[
e) On a n, oy = -
SEE T T on 1 T2
1 1
donc 0< cotan (o) < — < — ainsi
ar ~ sin (o)
1 1 k=n k=n k=n
(cot an (ay))* < o2 < ———— et par suite Z (cot an (ay))” o < ie
%~ Gnfon) o <2 ()
ni2n—1) _ (2n+1)° . (n+1) 27rn(2n—1) o, 2t (n+1)
3 < 5 2| < L7 S22 1w o 37
m — 3 3(2n+1) — 3(2n+1)

.. T
ainsi nl—Z>Too Z 1%2 = E
2
Ainsi ¢ (2) = %

2. On considere Q = {(z,y) e R? / z > 1}

(a) Considérons p :R* — R

(zy)—z
p est lindaire et R? est de dimension finie donc continue sur R?
Q = p1(]1,+0]) et |1,+00[ est un ouvert de R d’aprés la caractérisation globale de la
continuité  est un ouvert de R?
Soit (z,y), (2", y) € Q soit te [0,1] (1 —1¢) (z,y) +t (2, y)=(1—t)z+ta', (1 —t)y +ty)
(1—t)z+ta' >1caex>1,x">1,1—tett nes’annule pas simultanément

(1—1)(z,y) +t(a,y) € Q ainsi Q est un convexe de R? donc 2 est un connexe par arcs de
R2
1 1

(b) Soit ($,y) c %\ = _efiylnn

nm+zy nx

1 1 ..
== x>1 donc Zﬁ ainsi Z iy CVA

n>1 n21
+oo 1
ii. Soit f :Q —C, (v,y) — Z

n=1

1

nrtwy

nr+iy
+oo

. . ‘12 1

Soit x>1 fixé considérons F, :R — C,y — Z

nr+wy

1 1
_ — —iyl 1
On pose uy, (y) = oty pat whnn 4, est de classe C! sur R
Inn 1

, Inn
v c R / _ len'n t — _ - 1 < < d CV . .
Y uy, (y) et |ul, (y)] 0 (n“) avec a < x donc Z s ainsi

nrtiy ne
n>1

1
Zug CVN donc CVU sur R F ,est de classe C! sur Ret Vy e R F/, (y) = —i Z el

n>1 n=1

1
exist et V (z,y) € Q, %L —ZZ nn

nz+zy

Ainsi 8



1
(z,y) — nfy est continue sur  etVa > 1 et V (z,y) € [a, +oo[xR
nfﬂ 7

Inn .

donc g — CVN sur %—F est continue sur {2

nerzy Yy
n>1

1
nr+iy

+oo
Soit ye R fixé considérons [, :]1, +oo[— C,z — Z
n=1

1 ,
On pose v, (z) = — = —e W 4 est de classe C! sur |1, +o00]
nw+zy nx
Vo €1, +ool ), (z) = 2o

nz+iy

nr+iy

Inn 1 1
= — < =
n¥ ne

1 1 1
Soi a>1 Yz > a,|v, () ALY gl Z n:z CV ainsi Zv,’l CVN donc CVU sur

| nt - no n
n>1 n>1

+oo
la, +oo[ Fyest de classe C' sur |1, +oo[ et Vo € |1, +oo[ £} (s) = — Z

Inn
nrtw

n=1

+o0

o . Inn ,
Ainsi %L existe et V (z,y) € Q, %L (z,y) = Z i z%—; (x,y)

n=1

Ainsi %—F
X

continues sur {2
[ est de classe C! sur

PartieV

On note F la fonction zeta de Riemann alternée définie par:

+o0 (_l)n—l

Flo)=) ~——

n=1
(~1)" |
1. Z ~——- est une série alternée

. . (_1)n—1 (_1>n—1
Si x< 0 la suite | ———— | ne tend pas vers 0 donc Z —_—

n n¥
n>1

_1 n—1
Si x>0 Z L est une série alternée vérifiant CSSA donc elle CV
n$

Ainsi le domaine de définition de F est R}

(_1)n—1 +oo (_1)k—1
2. Vx>0 Z ~———~ est une série alternée vérifiant CSSA donc

n>1 ne k=n+1
+oo k—1
—1 1
Vx> 2, g ( ZC < 5
k=n+1 k (TH—)

—1 n—l 1 n—1 .
Donc Z (Gt CVU sur [2,+00[ de plus lim DT { 1 si n=1

ne g0 N 0 sin>1
n>1
+oo (_1)7171
D’aprés le théoréme de double limites lim F (z) = lim ——— =1
T——+00 — T——+00 nx

>

est continue sur 2 d’ou f admet des fonctions dérivées partielles premiéres

1
< —— Ainsi

(n+)

3. Démontrer que F' est de classe C*> sur I et donner une expression de ses dérivées successives.

7



4. Démontrer que:

5. Pour tout x > 0; on pose r, () = Z

()
(b)

+00 (_1>k

k==n+1

rn (x) existe car c’est le reste d’une série alternée vérifiant le critére spécial

(_1)n+1 400 (_1)k +00 (_1)k
2ry, =Tz Tz
T (x) (n+ 1) + Z k= + Z k=
k=n+2 k=n+1
“+o00 (_1)k +o0o (_1)k+1
Par changement d’indice Z T Z —( PR
k=n+2 k=n+1
( 1y <X (=1)kF ( 1) 1
o, = ICES
mn () = Z(k+1) (n+1 +Z ke (k+1)
k=n+1

On a d’aprés ce qui precede

o, () = ( 0 § e ( --45——-) donc 2r, (z) = uy, +
T'n — I ONC 2Ty (T ) = Up, Un,
+ 1)* i v (k+1)
n+1 ,
0 1 L 04 (- érie altérn
1 pose a onc (l serie alternee
POSE k= 4 T k1 1)° g

k>1

1
On a t— — est convexe sur |0,+co[ et k —1 < k < k + 1 d"aprés la carctérisation de la
convexité a ’aide des pentes on aura ap,q < ay
de plus (ax) CV vers 0 ainsi Z (=1)*ay, série altérnée vérifiant CSSA donc CV et ,|v,| =

k>1
“+o0o
1 1
(_1)k Qg S Apt1 = T T
k;ﬂ (n+1) (n+2)
Zl ! tCVl't(l)tCVt ite » v, CV
= — ~ es car la suite | ————= | es et par suite Un,
e+l (n+2) (n+1) P 2
(™ " s
Vx>0 Z ———— est une série alternée vérifiant CSSAdonc CV
= (n+1)
ainsi Z o () est convergente comme somme de deux séries CV
n>0
Soit x>0,0n a d’aprés ce qui précéde ona 2rq (x) = —1 + Z I
1 1 e dt
Ona, ro(z)=—F () et <ﬁ - m) =7y G
dt . nt1 dt
ainsi 2ro (#) = —1+ xz k+1 gorl €7 Fz)=-5+5 Z n+1 ft 1
dt
o v n+1
DouVx >0 F(x)== Z pro



“+o0

1 T n n+1 dt
(e) Yz >0 'F(:c) — 5‘ = ‘5‘ ;(—1) fn s
nt1 dt . .
or Z (=" [ i pras] est une série alternée vérifiant CSSA donc
n>1
S | dt ) dt 1 |z
n n+ .
Z(—l) N prw < J; pr < 1 ainsi F(x)—§'§)§‘
n=1

1 ~
Ainsi lim F (z) = 3 F admet un prolongement par continuité F en 0F

z—0t

1
(f) Z (—1)"In (1 + 5) est une série alternée vérifiant CSSA donc CV

n>1

k=n +oo
On note S, = Z (=1)"In (1 + %) S = Z (—1)"1n (1 - %)

n=1 n=1

on a donc (S,) CV vers S et par suite la suite (Ss,) CV vers S

Sznzkin(—l)k ( ) Zln<1+ ) Zln(1+2k—1)

n=1
k=n
2k +1 2k 2k +1 2k —1

5 (n () - (a) e (I () T (%50)

n=1 k=1 k=1

k=n
2k+1 2k — 1 ) . .

On pose P, = H [( o7 > < o7 ﬂ on va faire apparaitre les factoriels donc P, =

k=1

2n))? (2n + 1
(2n)t)” (2n + ), on rappelle la formule de stirling nl~ e™"n""\/27mn

24n (p)*
. e~4n (2n)"™ 47n 2
ainsi P, ~ g dm dn 22 X 2n ~ -
lim Sy, = lim In(P,) =In , insi Z l =In 2
n—-+o00 n n—-—+o0o n - T .
. ;7( ) }N? n+1 dt
(2) SOlt[L’>O,—=——Z I pro
- (71)n+1 n+1 dt o (,1)n+1 1 1
On pose w, (z) = *—— [} TS ET <E—m , x>0

Z wy, () est une série alternée vérifiant CSSA donc

n>1
—+00
1o dt
Z Wi (-77) < ’wn+1 ({E)| =3 :—1—1 tr+1
k=n+1
1 dt 1
or t— pras est décroissante donc 2 fnrf tﬁl 2+ 1)w+1
+00 1 1
Donc Vx > 0, wy (7)| < 1 S
kgﬂ 2(n+1)"" 7 2(n+1)
n+1 ]_ ]_
ainsi » w, CVU sur |0,+o00[ de plus lim Jwn () = lim = ne e
; ] [ P z—+40t ( ) z—t0t 2T n® (n+ 1)



= lim
z——+07+

n n ]_
lim w, (z) = (_1; = (—Inn+In(n+1)) = (_21) In (1 - —)

z—+07t

(=pmHt ( —zlnn —wln(n—i—l))
e —e
2x

D’aprés le théoréme de double limite lzm il 7 s

z—+0t x
+oo
_ n 1 2
:Z( 21) 1n<1+ﬁ> :%ln(;)
k=1

~ ~/ 2
F est dérivable en 0% et £ (0) = 11n <—>

z—+0+
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