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Correction

Partiel

E un K espace vectoriel de dimension n ,u ev dux éléments de £ (E) /
uov=you

1) vvoir cours

2)Dans cette question on suppose que u admet n valeurs propres

a)u admet n valeurs propres donc y,, est sindé sur K a racines simples puisque
d’aprés Cayley-Hamilton Yy, est annulateur de u donc u est diagonalisable
b)Soit (ey, ..., €,) base diagonalisant u , A, ..., \,, valurs propres associées a
€1, ..., ey respetivemnt .On a v (e;) € E), (u)) = vect (¢;),1 <i<n

donc Ju; /v (e;) = p,e; ainsi (eq, ..., €,) base diagonalise v

3)On suppose que u et v sont diagonalisables .On pose Sp (u) = { A1, ..., Ay}
et 5p(v) = {jtysoite} Ba, (0), 1 < i < p (resp B, (uw),1< i <) los sous
espaces propres de u (rerp v) et v; 'endomorphisme de E,, (u) induit par v
a)E,, (u) est v-stable donc m,, divise 7, puisque v est diagonalisable alors
myest sindé sur K a racines simples donc 7, aussi ainsi v; est diagonalisable
b)v; est diagonalisable donc E), (u) = @ E,. (v;)

i €Sp(vi)

0} si w; & Sp(v;
Ona £, () = By (00 B ) = {87 0 5000
Ainsi By, (u) = €D Ex, (u) N E,, (v)

1<j<r
¢)On a u est diagonalisable donc

B @Ew- @ (@BwnE0)- @ AW

1<5<r 1<i<p \1<j<r 1<i<p,1<j<r
d)v;,1 <i < p ,est diagonalisable soit B; base de F, (u) diagonalisant v;

or £ = EB E,, (u) donc B = U B; base de E diagonalisant v

1<5<r 1<i<p
2 -1 1 11 -1
4)A:<—1 2 —1),3: 4 1 -2
1 -1 2 2 1 =2
A est symétrique réelle donc orthogonaleme, semblable & une matrice
orthogonale
X -2 1 -1 X-1 X-1 0

1 Xx—-2 1 |ttt

~1 1 X-2
X—-1 0 0

Than= S D G S|
~1 2 X -2

1 X -2 1

X =
4 1 1 X_—2

Sp(4) = {1,4}
a 2a+b—c=0 a=-b
X=| b | € B4(A) <= AX =4X — a+2b+c=0 <<—=<{ c=-b
c —a+b+2c=0 beR
1
E4(A) = vecteq, g1 = —1>,onaB51:—51
1
X-1 -1 o, X+l 0 =X -1
Xg=| -4 X-1 2 Ll X1 2
—2 —1 X+2 -2 —1 X+2

= (X —1)(X2=5X+4) = (X —1)°(X —4)



X +1 0 0
-4 X-1 —2
-2 -1

Sp(B) ={-1,,2}, E5 (B) = vecteg, e9 = (

C3+—C3-C1
XB =

— DO =

)OH&A€2—52

e Calculons E_; (B) N E; (A)

On trouve { 9 _x‘_; g—; iﬁf(l)nsz ainsi

1

1

2 -1 1 11 -1

AB=| -1 2 -1 4 1 =2
1 -1 2 21 =2

11 -1 2 -1 1 2 =2
BA=( 4 1 -2 -1 2 -1 |= 0 -1
21 -2 1 -1 2 2 =3

1 10
On pose P=| -1 2 1
1 11

1

P7YAP = diag (4,1,1) ,et P"'BP = diag (—1,2,-1)
5)Application

u et v sont diagonalisables et uov = vou

u et v sont diagonalisables et uov = vou donc il existe une base

¢ = (eq,...,e,) diagonalisant u et v

A = mat (u,c) = diag (A1, ..., \n) , B=mat (v,c) = diag (fiy, ..., it,)
aA+ BB = mat (au + [v, c) = diag (e + Bliy, ..., e, + B,)
AB = mat (uov, ¢) = iag (Afiy, -y Anfhy,)

V (a, B) € K2au + (v et uov sont diagonalisables

—(X4+1D)(X?-X-2)=(X+1)*(X -

2)



