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Correction

E etant un C— espace vectoriel de dimension finie n > 1
Un endomorphisme f de E est dit nilpotent s’il existe un entier £ non nul

tel que f*¥ =0. p = min {k: eN* / fk= 0} s’appelle indice de

nilpotence de f, on a donc fP =0 et fP~1 #£0

[Al - Soit f un endomorphisme de F

1. x€ ker f* = f*(2) = 0= [ (f*(2)) = f(0) = f* (z) = 0 =>x€ ker f*! Ainsi ker f* C

ker f*+1 d’ou la suite (/{:erf’“)keN est croissante

2. On pose d;, = dimker f* la suite (d}) ey €st croissante puisqu elle majorée par dimE donc station-
naire d’ou l'existence de j € N tel que d, = d; V& > j

On aVk > j dy = d; et ker f7 C ker f* donc ker f7 = ker fi*! et Vk > j
ker f = ker f*
3. Soit ke N yef (ker fF) = Jz € ker f* [y = [ (2)
Ainsi f*(y) = f¥* (z) = 0 d'oit y€ ker f* et parsuite f (ker f5*!) C ker f*

4. Soit F' un sous espace vectoriel de £.On pose u = fip

reF

Xekeru<:>u(x):0<:>{meker

f < zeckerfNF
keru =ker f N F

5. Soit U = fler pr+1 d’aprés le théoréme du rang dim ker 1 = dimkeru + rgu

On a keru = ker f N ker f**! = ker f on a aussi.f (ker f*!) C ker f* donc rgu < dimker f*
ainsi dim ker f**! < dimker f* + dim ker f

Vk € N dimker f**! < dimker f* + dim ker f
- Soit f un endomorphisme nilpotent de £ d’indice p

1. Ona f? =0et f7' #0 ainssi 7y divise X? or XP~! n’est pas annulateur de f Ainsi 7, = X? le
spectre de f est I'ensemble des racines de 7y donc spc (f) = {0}

2. On a (deg my) < deg x; =n ainsi p <n
fr = frofrr =0
3. my annulateur sciné sur C f est trigonalisable
4. f diagonalisable<=- m; sciné surKa racines simples <= p=1<+<= f =0

5. On suppose que le rang de f est egal é n — 1

(a) Montrer que la suite (ker f ’“)0 <<p €St strictement croissante

(b) fP71#£0 donc Jdzg € E / fP~! (x) #0
Soit 0 < k < p—10n pose y = fP~* (zo) ona f* (y) = fP (xo) = 0et f*(y) = f7" (x0) #0
ainsi y € ker f! mais y ¢ ker f* d’ou ker f* est strictement inclus dans ker f**+1



()

(f)

On procéde par récurence fini

Si k =0 ker f° = keridg = {0} dim ker f° =

Soit k € {0,1,..,p — 1} supposuns que dimker f* = k

On a dimker f* < dimker f**let d’aprés la question A-5  dimker f¥*1 < dimker f* +
dim ker f

Donc dim ker f* < dim ker f**! < dim ker f* + dim ker f

le rang de f est egal € n — 1 d’aprés le théoréme du rang dimker f =1

Ainsi dim ker f* < dimker f**! < dimker f* + 1 d’ou dimker f**! =k +1

Vk € {0,1,..,p} dimker f* =k

Ona fP=0doncker fP=F alorsp=n

Soit F' un sous espace vectoriel de E,de dimension k stable par f

Soit u ’endomorphisme de F' induit par f.

f étant nilpotent doncu aussi puisque dimF = k donc u* =0

V k€{0,1,..,n} ker f¥ stablepar f car ffof = fof* et Vk € {0,1,..,p} dimker f* =k
Soit F' un sous espace vectoriel de F/,de dimension k stable par f

Soit u I’endomorphisme de F' induit par f.on a uv* =0

Ve Fu(r)=0= fF(z) =0 ainsi x€ ker f* et par suite FC ker f*

Or dimker f* = k = dim F donc ker f* = F

Il ya n+1 sous espaces de E stables par f et qu'il s’agit des ker f* ou k € {0,1,..,n}

Vk € {0,1,..,n} f* = ffof"* =0 ainsilm f** C ker f* d’aprés le théoréme du rang
Im f" % =n—dimker f**=n—(n—k)=k

D’ou Im "% = ker f*

6. Dans cette question on suppose que u€ L (E) est nilpotent d’indice n

(a)

Onau"=0etu"!'#0=donc3zg € E / u"!(z9) #0
k=n—1
Soit (v, g, ..., 1) € C" Z apuf (29) =0
k=0
Supposons que (ag, v, ..., o, 1) 7 (0,0, ..., 0)
considérons s = min{k € {0,1,...,n — 1} /ay # 0}

k=n—1 k=n—1
Z apu (1) = Z apuf (zo) = 0 on appique u"'7*
k=0 k=s
apu™ 1 (z9) =0 or u" ! (z9) # 0 donc oy = 0 absurde
Vk €{0,1,...,n—1} o =0et par suite (xo,u(xp),,...,u" *(x0)) est libre son cardinal est
n = dimE donc c’est une base de E
—ﬁidE(7(U)

—Soient ,v,w € £(E) aeC

uo (v +w) = a uov + uow = @ vou + wou = uo ( v + w) ou
uo ( vow) = (uov) ow = (vou) ow = vo (uow) = vo (wou) = (vow) ou
av+w € £ (F),vow € £(E)

C(u) ={v e £(F)/ uov = vou} est une sous algébre de £ (FE)

k=n—1
Soit v € C (u) et (ag, a1, ..., an_1) €C" [ v(z0) = > apuf (zo)
k=0

k=n—1 k=n—1 k=n—1
Onposew = Y. apu*.OnaVj € {0,1,..,n— 1} w (v (x0))= apu® (u? (20)) = > apuFti (z9) -
k=0 k=0 k=0
v (u (o))
k=n—1
v et w coincident sur la base (xg,u (7g),,...,u" ! (2g)) donc v=w Ainsi v = Y apu”
k=0



(d) On a tout polvnéme en u commute avec u donc vect (uk)
D’aprés la question précédente vect (u’“)
Donc vect (uk)
(Ozo, 1y .nny

ar = 0 et par suite (uk)

C C(u)

0<k<n—1

= C(u)

0<k<n—1
k=n—1 k=n—1

k=0 k=0

0<k<n—1

Partiell

1. Soit f un endomorphisme de F et \ une valeur propre de f

(a) On considére deux vecteurs a et b de ker (f — Nidg) ,s0it p € C

Soient # €V donc Ja € K/ = a(a+ ub)

[ (@) = (f (@) + uf () = oA (a+ ub) € veet (a + ub)
vect (a + pb) est stable par f

(b) dimker (f — Nidg) > 2 donc il existe a et b de ker (f — \idg) avec (a, b) est libre (vect (a + ub))

famille infinie de droites deux & deux distinctes stables par f

Ainsi il existe une infinité de sous espaces de FE stables par f

Dans la suite f € £(E) tel que

k=p

0<k<n—1

est libre alors dimC' (u) =n  (u*)

C C(u)

0<k<n—1

spe (f) = {1, Az, o Apt et X = H (X — M\)™ ot ay,qg, ..., o, des entiers non nuls

k=1

2. On suppose dans cette question que chaque sous espace propre de f est de dimension 1.

Pour tout k£ € {1,2, ...

,p} on pose Fj, = ker (f — M\idp)™ et fi = fip,

k=p

(a) VEke{1,2,..,p} (f — M\idg)™ commute avec f donc F}, est stable par f
(b) /\ (X — \p)™ =1 d’aprés le théoréeme de décomposition des noyaux
1<k<p
k=p
ker x; (f) = @Fk or selon cayley hamilton x, (f) = 0 ainsi ' = @Fk

() -

i.

ii.

k=1

Vk € {1,2,...,p} Ve € F), = keI‘(f—)\k?;dE)ak (f—)\k’ldE)ak

annulateur de f;
Ainsi spe (fr) = {Md} s x;, = (X = M) o dy = dim F

k=p k=p

Onak = @Fk et F}, est stable par f donc Xy = fok

A1n81‘v’k‘6{12 S} de < oy
k

k=p = =
degx; = dimE = Z dim Fj, = Z dy,degx ; = Zdegxfk
k=1 k=1 k=1

Vk € {1,2, ,p} dp = oy

(d) En considérant la restriction notée vy de (f — \gidg) a Fy,
ug est nilpotent d’indice dy = ay,

D’aprés I -5-¢ il existe 1+ay, sous espaces de Fj, stables par f et qu’il s’agit des ker (f — AkidE)j

ou

j€{0,1,2, ..., a3}

k=1

une base de C' (u)

an,_1) €C? Z azu* = 0 donc Z apu® (r9) =0 tVk = ainsiVk € {0,1,..,n — 1}

neC

(z) = 0 ainsi (X — \g)™*



(e) =)Soit F un sous espace de E est stable par f
ur endomorphisme de F induit par f on ay,, divise x;
k=p
Xup = H (X — )\k)ﬁ’“ ou f3y, By, ..., B, des entiers avec 0< [ < ag
k=1
k=p

F= @ker (up — )\kidpk)'ﬁk on a ker (up — )\kidFk)ﬁk =FnNE
k=1

On pose Gy, = ker (up — A\id Fk)ﬁ k = F'N F}, est stable par f comme intersection de sev f-stables

k=p
ainsi [ = @Gk
k=1

<=)Evident car la somme de sev f-stables est f-stable
k=p
(f) Tout sev F f-stable s’écrit sous la forme F' = EB Gy , G}, est f-stable
k=1
Oril y a 1 4 a4 sous espaces de Fj, stables par f
k=p
Le nombre des sev f-stables est N:H (1+ ay)
k=1
(g) f endomorphismede R? 'endomorphisme f de R?

11 3
mats (f) =A= 111
5, (f) RS
X-1 -1 -3 X-2 -1 -3
2 -2 X -4 0 -2 X -4
X-2 -1 -3
Ly+—Ly—Lix,=| 0 X 2 |=(X-2°
0 -2 X -4

Les sous espaces f-stables sont
{0}, ker (f — idgs) = vect (1,1,0) , ker (f — idgs)” plan déquation x-y-zet R?

3. On suppose dans cette question que f est diagonalisable
Pour tout & € {1,2,...,p} on pose Ej = ker (f — A\zidg)
Soit H un sous espace vectoriel de E stable par f.fy ’endomorphisme de H induit par f

(a) ms,divise 7y fest diagonalisable donc 7, est scindé & racines simples donc 7y, aussi d'ou
fr est diagonalisable

(b) Pour tout k£ € {1,2,...,p} on pose Hy = ker (fy — \yidy) = H N Eyest stable par f comme
k=p

intersection de sev f-stables ainsi H = @ Hy, ou Hy sous espace de Ej
k=1
(c) D’aprés I1I-1b si dim ker (f — Midg) > 2 il existe une infinité de sous espaces de F stables par

une condition nécéssaire et suffisnte pour que le nombre des sous espaces stables par f soit fini
est que X gsoit scindé a racines simples

le nombre N des sous espaces de E stables par f selon

(d) Donner une condition nécéssaire et suffisnte pour que le nombre des sous espaces stables
par f soit fini et déterminer dans ce cas le nombre N des sous espaces de F stables par f
|selon] —2 — f] est N =2"



e) g endomorphismede R? mats (¢g) =B=
Be

1 2 -1
1 0 1
4 -4 5

X—-1 =2 1 X-2 X-2 0
Xg: —]. X —1 7L1<—L1+L27Xg: —1 X —1
—4 4 X -5 —4 4 X -5
X -2 0 0
Cy—Cy+Cp x,=| -1 X+1 -1 [=(X-2)(X-1)(X-3)

—4 8 X -5
Xy est scindé a racines simples le nombre IV des sous espaces de E stables par
fest N =23
Ei (f) = vect (e1) avec e, = (—1,1,2)
Es (f) = vect (e2) avec &9 = (2,3, —4)
E; (f) = vect (e3) avec e3 = (1,1, )
Le sous espaces de R3 stables par sont

{0} Ev (f) E2 (f) Es () Ex (/) DE: () Ei (f) DEs () E: (f) DEs (f) et E
fin



