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Sujet I Calcul de
R +1
0

sin(t)
t
dt et

R +1
0

�
sin(t)
t

�2
dt

I �Calcul de
R +1
0

sin(t)
t
dt

1. Soit x>0 ,F(t) =
R sin(t)

t
dt =

h
1�cos(t)

t

i
�
R 1�cos(t)

t2
dt

lim
t!0

1�cos(t)
t

= 0; lim
t!+1

1�cos(t)
t

= 0 ,lim
t!0

1�cos(t)
t2

= 1
2
;
���1�cos(t)t2

��� � 1
t2

Donc t! 1�cos(t)
t2

est intégrable sur ]0,+1[ F admet donc une limie �nie en 0+ et en+1 ainsiR +1
0

sin(t)
t
dt est convergent

2. On pose Sn =
k=nX
k=0

R (k+1)�
k�

��� sin(t)t ��� dt
(a) On pose uk =

R (k+1)�
k�

��� sin(t)t ��� dt par le chanement de variable x=t-k�; uk = R �0 ��� sin(x+k�)x+k�

��� dx =R �
0

�� sinx
x+k�

�� dx � R �0 sin xdx
(k + 1) �

=
2

(k + 1) �P 2

(k + 1) �
DV donc

P
uk DV et puisque uk � 0 lim

n!+1
Sn = +1

(b) Soit x� 0 ,n partie entière de x
�
donc n� � x � (n+ 1) � ainsi

k=nX
k=0

R (k+1)�
k�

��� sin(t)t ��� dt =R n�
0

��� sin(t)t ��� dt � R x
0

��� sin(t)t ��� dt quand x tend vers +1 n aussi ainsi lim
t!+1

R x
0

��� sin(t)t ��� dt =+1
donc la fonction t! sin(t)

t
est non intégrable sur]0;+1[

3. On se propose de calculer
R +1
0

sin(t)
t
dt:

Soit f (x) =
R +1
0

e�xt sin(t)
t
dt; g : R+�� R+� ! R; (x; t)! e�xt sin(t)

t

(a) Pour x=0
R +1
0

sin(t)
t
dt st CV

Si x>0
���e�xt sin(t)t ��� � e�xt; t! e�xt est intégrable sur ]0;+1[ donc t! e�xt sin(t)

t
aussi

x! g (x; t) est continue sur R+� et 8 [a; b] � R+�;8x 2 [a; b]
8t > 0;

���e�xt sin(t)t ��� � e�at; t! e�at est intégrable sur ]0;+1[ ainsi f continue sur R+�

(b) g est C1 sur R+�� R+� donc t! g (x; t) est continue de plus intégrable sur ]0;+1[;8 t > 0 ,
x! g (x; t) est de classe C1 sur ]0;+1[; @g

@x
(x; t) = e�tx sin (t)

Soit [a; b] �]0;+1[ ,8 x [a; b] ;8t > 0;
�� @g
@x
(x; t)

�� � e�ta et a>0 donc
t! e�ta est intégtable sur ]0;+1[ ainsi f est de classe C1 sur ]0;+1[
8 x > 0 ,f 0 (x) =

R +1
0

e�tx sin (t) dt

(c) 8x � 1;8t > 0;
���e�xt sin(t)t ��� � e�t; t! e�t est intégrable sur ]0;+1[ 8t > 0, lim

x!+1
e�xt sin(t)

t
= 0a

D�aprés le théorème de CVD lim
x!+1

f (x) = 0
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(d) Soit x > 0 f 0 (x) =
R +1
0

e�tx sin (t) dt = Im
�R +1

0
e(i�x)tdt

�
= Im

�
1
x�i
�
= Im

�
x+i
x2+1

�
= 1

x2+1

f(x) = arctan (x) + C; or lim
x!+1

f (x) = 0 donc C = ��
2

Ainsi 8 x > 0 , f (x) = arctan (x)� �
2

(e) f (x) = arctan (x) � �
2
donc f est continue sur R+ lim

x!+1
f (x) = �

2
=
R +1
0

sin(t)
t
dt ainsiR +1

0
sin(t)
t
dt = �

2

II �Calcul de
R +1
0

�
sin(t)
t

�2
dt

1. t!
�
sin(t)
t

�2
est continue de limit 1 en 0+ donc intégrable sur ]0,1]�

sin(t)
t

�2
� 1

t2
,t! 1

t2
intégrable sur [1,+1[ donc f aussi

R +1
0

�
sin(t)
t

�2
dt CV

2. On se propose de calculer
R +1
0

�
sin(t)
t

�2
dt

Soit f (x) =
R +1
0

e�xt 1�cos(t)
t2

dt

(a) Soit x � 0 ,
���e�xt 1�cos(t)t2

��� � 1�cos(t)
t2

; t ! 1�cos(t)
t2

est continue de limit 1
2
en 0+ donc intégrable

sur ]0,1]

0� 1�cos(t)
t2

� 2
t2
,t! 2

t2
intégrable sur [1,+1[ donc t ! 1�cos(t)

t2
est intégrable sur ]0;+1[ donc

t! e�xt 1�cos(t)
t2

aussi

(a) x! e�xt 1�cos(t)
t2

est continue sur R+ et 8 x2 R+;
���e�xt 1�cos(t)t2

��� � 1�cos(t)
t2

t! 1�cos(t)
t2

est intégrable sur ]0;+1[ ainsi f continue sur R+

(b) Soit h : R+� R+� ! R; (x; t)! e�xt 1�cos(t)
t2

h est C1 sur R+� R+�
,8 t > 0; @g

@x
(x; t) = �e�tx 1�cos(t)

t
; @

2g
@x2
(x; t) = (1� cos (t)) e�tx

t! @g
@x
(x; t) est continue de limite nulle en o et egale o

�
1
t2

�
en +1 donc intégrable sur ]0;+1[

Soit [a; b] �]0;+1[ 8 x 2 [a; b] ;8t > 0; et
��� @2g@x2

(x; t)
��� � 2e�ta; a>0 donc t! e�ta est intégtable

sur ]0;+1[ ainsi f est de classe C2 sur ]0;+1[
8 x > 0 f 0 (x) = �

R +1
0

e�tx
�
1�cos(t)

t

�
dt,f " (x) =

R +1
0

e�tx (1� cos (t)) dt

(c) 8x� 1;8t > 0;
���e�xt 1�cos(t)t2

��� � 1�cos(t)
t2

; t! 1�cos(t)
t2

est intégrable sur ]0;+1[ de plus lim
x!+1

e�xt 1�cos(t)
t2

=

0 d0aprés le théorème de CVD lim
x!+1

f (x) = 0

8x � 1;8t > 0;
���e�xt 1�cos(t)t

��� � 1�cos(t)
t

e�t; t ! 1�cos(t)
t

e�t est intégrable sur ]0;+1[ de plus
lim

x!+1
e�xt 1�cos(t)

t
= 0 d0aprés le théorème de CVD lim

x!+1
f 0 (x) = 0

(d) 8 x > 0,f " (x) =
R +1
0

e�tx (1� cos (t)) dt =
R +1
0

e�txdt�
R +1
0

e�tx cos (t) dt

f " (x) = 1
x
�R�e

�R +1
0

et(i�x)dt
�
= 1

x
�R�e

�
1
x�i
�
= 1

x
� x

x2+1

f 0 (x) = C+ln (x)� 1
2
ln (x2 + 1) = C+ln

�
xp
x2+1

�
or lim

x!+1
f 0 (x) = 0 donc C=0 ainsi 8 x > 0

,f 0 (x) = ln
�

xp
x2+1

�
2



(e) On a 8 x > 0 ,f 0 (x) = ln
�

xp
x2+1

�
;on intégre par parties on obtientR

ln
�

xp
x2+1

�
dx = x ln

�
xp
x2+1

�
�
R

1
x2+1

dx = x ln
�

xp
x2+1

�
� arctanx

8 x > 0 ,f (x) = x ln
�

xp
x2+1

�
� arctanx+ C 0

lim
x!0
f (x) =

R +1
0

1�cos(t)
t2

dt = C 0R +1
0

1�cos(t)
t2

dt =
R +1
0

2 sin2( t2)
t2

dt on pose u= t
2
; C 0 =

R +1
0

sin2(u)
u2

dt

On a lim
x!+1

f (x) = 0 et lim
x!+1

x ln
�

xp
x2+1

�
= lim

x!+1
�x
2
ln
�
1 + 1

x2

�
= 0

Aors C�=�
2
ainsi

R +1
0

�
sin(t)
t

�2
dt =

R +1
0

sin(t)
t
dt = �

2

SujetII Transformée de Laplace

On considère
E=ff 2 C (]0;+1[;R) = 8x > 0; t! f (t) e�tx est intégtable sur ]0;+1[g
Pour tout f on note L(f) la fonction dé�nie sur ]0;+1[ par
8x > 0; L (f) (x) =

R +1
0

f (t) e�txdt
L(f) s�appelle transformée de Laplace de f

PartieI : Propriet�es transform�ee de Laplace d0un �el�ement de E

1. E=ff 2 C (]0;+1[;R) = 8x > 0; t! f (t) e�tx est intégtable sur ]0;+1[g
Il su¢ t de montrer que E est un sous espace vectoriel de C (]0;+1[;R)
E est non vide car la fonction nulle y appartient
Soient f ,g éléments de E et a 2 R
af + g 2 C (]0;+1[;R) ;soit x > 0
On a t ! f (t) e�tx ,t ! g (t) e�tx sont intégtables sur ]0;+1[ donc t! (af + g) (t) e�txest
intégtable sur ]0;+1[ ainsi af + g 2 E d�où E sev de C (]0;+1[;R)
L((af + g)) (x) =

R +1
0

(af + g) (t) e�txdt = a
R +1
0

f (t) e�txdt +
R +1
0

g (t) e�txdt = aL (f) (x) +
L (g) (x)

L((af + g)) = aL (f) + L (g) donc L est linèaire de E dans R]0;+1[

2. f 2 C (]0;+1[;R)

(a) soit x > 0;8t > 0; jf (t) e�txj � jf (t)j or f est intégtable sur ]0;+1[ d�aprés le théorème de
comparaison t! f (t) e�tx est intégtable sur ]0;+1[ ainsi f2 E

(b) f est intégtable sur ]0;+1[ , F primitive de f sur ]0;+1[ donc F est bornée ie 9M > 0= 8t 2
]0;+1[ ,jF (t)j �M
soit x > 0; t! F (t) e�tx est continue sur ]0;+1[
8t 2 ]0;+1[; jF (t) e�txj � Me�tx ,t! Me�tx est intégtable sur ]0;+1[ donc t ! F (t) e�tx

aussi et par suite F2 E
(c) f est bornée donc 9C > 0= 8t 2 ]0;+1[ ,jf (t)j � C

8t 2 ]0;+1[; jf (t) e�txj � Ce�tx ,t! Ce�tx est intégtable sur ]0;+1[ donc t ! f (t) e�tx

aussi et par suite f 2 E

(d) Soit f 2 E , soit x > 0 ,Soit n 2 N tnf (t) e�tx =
�
f (t) e�

tx
2

��
tne�

tx
2

�
t! tne�

tx
2 est coninue sur R+ de limite nulle en +1 donc elle est bornée et par suite 9C 0 > 0

/8t 2 [0;+1[ ,
���tne� tx

2

��� � C 0
3



donc jtnf (t) e�txj � C 0
���f (t) e� tx

2

��� or x2 > 0 et f2 E donc t! C 0
���f (t) e� tx

2

��� est intégtable sur
]0;+1[ donc t! tnf (t) e�tx aussi d�où fn 2 E

3. Si f 2 E et f 2 C1 (]0;+1[;R) , sa dérivée peut ne pas appartienir à E
Contre exemple f (t) = ln (t)

, soit x > 0 , t! e�tx ln (t)est continue sur R+�

e�tx ln (t) =
0+
o
�
1p
t

�
; e�tx ln (t) =

+1
o
�
1
t2

�
puisque t! 1p

t
est intégtable sur ]0; 1] et t! 1

t2
intégtable

sur [1;+1[ selon Reiemann donc t! e�tx ln (t)est intégtable sur R+�

t! 1
t
e�tx non intégrable sur ]0; 1] ainsi f 0 =2 E

4. Soitf 2 E; considérons g : R! R
(x;t)!f(t)e�tx

8 x > 0 , t! f (t) e�tx est continue sur ]0;+1[
Soit [a; b] �]0;+1[ 8 x [a; b] ;8t > 0; jg (x; t)j � jf (t) e�taj f2 E et a>0 donc t! jf (t) e�taj est
intégtable sur ]0;+1[ ainsi L(f) est continue sur ]0;+1[

5. Soitf 2 E; considérons g : R+� � R+�! R
(x;t)!f(t)e�tx

8 t > 0 , t! f (t) e�tx est de classe C1 sur ]0;+1[

8k 2 N�; @
kg
@xk
(x; t) = (�1)k tkf (t) e�tx; selon la question 2 � d; ; t ! @kg

@xk
(x; t) est continue

intégtable sur ]0;+1[

Soit [a; b] �]0;+1[ 8 x [a; b] ;8t > 0;
��� @kg@xk

(x; t)
��� � ��tkf (t) e�ta�� f 2 E et a>0 donc t! ��tkf (t) e�ta��

est intégtable sur ]0;+1[ ainsiL (f) est de classe Ck sur ]0;+1[ ceci 8k 2 N� ainsi L (f) est de
classe C1 sur ]0;+1[
8k 2 N�;8 x > 0 ,L (f)(k) (x) = (�1)k

R +1
0

tkf (t) e�txdt

6. Si f 2 E et (xn) suite d�éléments de [1,+1[ telle que lim
n!+1

xn = +1

(a) considérons gn : R+�! R; ; t! f (t) e�xnt;gn est continue sur ]0;+1[
8 t > 0 , lim

n!+1
gn (t) = 0;8n 2 N; jgn (t)j � jf (t)j e�t et t! jf (t) e�tj est intégtable sur ]0;+1[

ainsi d�aprés le théorème de convergence dominée
lim
n!+1

L (f) (xn) = lim
n!+1

R +1
0

gn (t) dt = 0

(b) Soit une suite (xn) suite d�éléments de [1,+1[ telle que lim
n!+1

xn = +1

selon 6-b on a lim
n!+1

L (f) (xn) = 0 d�aprés le théorème de la caractéisation séqientielle de la

limite lim
x!+1

L (f) (x) = 0

7. Dans cette question on suppose que f est continue sur [0;+1[; de classe C1 sur ]0;+1[ ,f et f 0 sont
intégtables sur ]0;+1[

(a) f est classe C1 sur ]0;+1[ donc 8 x > 0; f (x) = f (0) +
R x
0
f 0 (t) dt

f 0 sont intégtable sur ]0;+1[ donc lim
x!+1

R x
0
f 0 (t) dt =

R +1
0

f 0 (t) dt ainsi lim
x!+1

f (x) = f (0)+R +1
0

f 0 (t) dt donc f admet une limite �nie

` =f (0)+
R +1
0

f 0 (t) dt si ` 6= 0 alors f(x) s
+1

` donc f est non intégrable sur ]0;+1[ ce qui est
absure donc ` = 0 d�où limf (x) = 0
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(b) Soit x > 0 ,on intégre par parties
R y
0
f 0 (t) e�txdt = [f (t) e�tx]

y
0 + nx

R y
0
f (t) e�txdt puis on

fait tendre y vers +1 on aura L (f 0) (x) =
R +1
0

f 0 (t) e�txdt = �f (0) + x
R +1
0

f (t) e�txdt
D�où L (f 0) (x) = xL (f) (x)� f (0)

(c) f�est intégrable sur ]0;+1 [ donc f 0 2 E ainsi lim
x!+1

L (f 0) (x) = 0 ,d�où lim
x!+1

xL (f) (x) =

f (0)

(d) f 2 E et,soit (xn) suite d�éléments de ]0,+1[ telle que lim
n!+1

xn = 0

xnL (f) (xn) =
R +1
0

xnf (t) e
�xntdt on pose u = xnt donc xnL (f) (xn) =

R +1
0

f
�
u
xn

�
e�udu

considérons hn : R+�! R; ; u! f
�
u
xn

�
e�u;hn est continue sur ]0;+1[

8 u > 0 , lim
n!+1

hn (u) = le�u ou l= lim
x!+1

f (x) ;8n 2 N; jhn (t)j � jflj e�t et t! jfle�tj est
intégtable sur ]0;+1[ ainsi d�aprés le théorème de convergence dominée
lim
n!+1

xnL (f) (xn) = lim
n!+1

R +1
0

hn (t) dt =
R +1
0

le�udu = l

D�aprés le théorème de la caractéisation séqientielle de la limite
lim
x!0+

xL (f) (x) = l = lim
x!+1

f (x)

PartieII : D�etermination de la transform�ee de Laplace de certaines fonctions

1. � f : t! cos (t) est continue bornéesur ]0;+1[ denc f2 E

Soit x > 0; L (f) (x) =
R +1
0

e�xt cos (t) dt = R�e
�R +1

0
e(i�x)tdt

�
= R�e

�
1
x�i
�
= R�e

�
x+i
x2+1

�
= x

x2+1

� g : t ! 1�cos t
t

est continue sur ]0;+1[ et bornée car elle a des limites �nies en 0 et +1 denc
g2 E
Soit x > 0; L (g) (x) =

R +1
0

e�xt 1�cos t
t
dt; L (g) est C1 sur ]0;+1[ donc (L (g))0 (x) = �

R +1
0

e�xt (1� cos t) dt =
�
R +1
0

e�xtct+
R +1
0

e�xt cos tdt = � 1
x
+ L (f) (x)

Ainsi (L (g))0 (x) = � 1
x
+ x

x2+1
donc L (g) (x) = � ln

�
xp
1+x2

�
+ C ,or lim

x!+1
L (g) (x) = 0 donc C=0

et par suite L (g) (x) = � ln
�

xp
1+x2

�
�Soit x > 0;

R z
0
e�xt

�R t
0
1�cosu
u
du
�
dt

=

24e�xt
�R t

0
1�cosu
u
du
�

�x

35z
0

+ 1
x

R z
0
e�xt 1�cos t

t
dt

On a g est continue sur ]0;+1[ et bornée donc 9M > 0 tel que 8z > 0; jg [tz]j � M donc
8z > 0;8x > 0;

��e�xz �R z
0
1�cosu
u
du
��� �Mze�xzainsi

lim
z!+1

e�xz
�R z
0
1�cosu
u
du
�
= 0; lim

z!0
e�xz

�R z
0
1�cosu
u
du
�
= 0 ainsi 8x > 0; L (h) (x) = 1

x
L (g) (x) =

�1
x
ln
�

xp
1+x2

�
2. Soit f 2 C ([0;+1[;R) telle que f (0) = 0 et f est périodique de période T>0

Soit g la fonction dé�nie par g(t) =
�

0 si t � T
f (t) si 0 � t < T

(a) f 2 C ([0;+1[;R) et f est périodique de période T>0 donc bornée
g est bornée
g st continue sur [0;+1[�fTg puisque f (0) = f (T ) donc g 2 C ([0;+1[;R)
Ainsi f et g sont continues et bornées sur ]0;+1[ donc appartiennent à E
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(b) Soit x>0, ; L (f) (x) =
R +1
0

e�xtf (t) dt = lim
n!+1

R nT
0
e�xtf (t) dt

R nT
0
e�xtf (t) dt =

k=n�1X
k=0

�R (k+1)T
kT

e�xtf (t) dt
�
,on pose u=t-kT doncR (k+1)T

kT
e�xtf (t) dt =

R T
0
e�x(u+kT )f (u+ kT ) du = e�xkT

R T
0
e�xuf (u) du

Ainsi
R nT
0
e�xtf (t) dt =

 
k=n�1X
k=0

e�xkT

!R T
0
e�xuf (u) du

; L (f) (x) =

 
+1X
k=0

e�xkT

!R T
0
e�xuf (u) du =

R T
0
e�xuf (u) du

1� e�xT

L (g) (x) =
R +1
0

e�xtg (t) dt =
R T
0
e�xtf (t) dt , Car g(t) =

�
0 si t � T

f (t) si 0 � t < T ainsi 8x > 0

; L (f) (x) =
L (g) (x)

1� e�xT
(c) f : t! jsin (�t)j est périodique de période 1 et f(0) = 0

Donc 8x > 0 ; L (f) (x) =
R 1
0
e�xt jsin (�t)j dt
1� e�x =

R 1
0
e�xt sin (�t) dt

1� e�xR 1
0
e�xt sin (�t) dt = Im

�R 1
0
e(i��x)tdt

�
= Im

�
ei��x � 1
i� � x

�
ei��x � 1
i� � x =

e�x + 1

�2 + x2
(i� + x) donc

R 1
0
e�xt sin (�t) dt =

(e�x + 1) �

�2 + x2

Ainsi 8x > 0 ; L (f) (x) = (e�x + 1) �

(�2 + x2) (1� e�x) =
� coth

�
x
2

�
(�2 + x2)

3. Soit une série entière
+1X
n0

anx
n;de rayon de convergence R > 0�

si R=+1; 1
R
= 0
�

(a) Soit c > 1
R
; donc 1

c
< R donc la suite

�
an
cn

�
converge vers 0 donc elle est bornée et par suite

9M > 0 = 8n 2 N ,janj �Mcn

(b) Soit z 2 C et z6= 0 ,Soit c > 1
R
; et c> 1

jzj d�aprés la question précédente 9M > 0 = 8n 2 N
,janj �Mcn��anzn
n!

�� = ��anzn
cn

�� � cn = janj
cn

��� (cz)nn! ��� � M
��� (cz)nn! ��� la série PM

��� (cz)nn! ��� série exponentielle doncP
anzn

n!
CVA ceci pour tout z 2 C ainsi le rayon de convergence de

+1X
n=0

an
n!
xn est +1

(c) Soit c > 1
R

, soit � (t) =
+1X
n=0

an
n!
tne�ct:On pose fn (t) = an

n!
tne�ct

8n 2 N ,fn est continue sur R+;
P
fn CVU su tout ségment de de R+

Donc � est continue sur R+

8n 2 N ,fn (t) =
+1

o
�
1
t2

�
donc fn intégrable sur R+

On pose In =
R +1
0

jfn (t)j dt = janj
n!

R +1
0

tne�ctdt = janj
cn+1n!

R +1
0

une�udu = janj
cn+1n!

� (n+ 1) =
janj
cn+1
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P janj
cn+1

CV car 0<1
c
<R donc le théorème d�intégration des séries de fonctions � intégrable sur

R+ et
R +1
0

� (t) dt =
+1X
n=0

an
n!

R +1
0

tne�ctdt =

+1X
n=0

an
cn+1

(d) Application

i. x! cos (
p
x cos t) continue sur R+;t! cos (

p
x cos t) continue sur

�
0; �

2

�
et 8t 2

�
0; �

2

�
;

jcos (
p
x cos t)j � 1 et t! 1 intégrable sur

�
0; �

2

�
ainsi ' : x !

R �
2

0
cos (

p
x cos t) dt est

continue sur R+
8x 2 R+;

���R �
2

0
cos (

p
x cos t) dt

��� � �
2
donc ' est bornée ainsi ' 2E

ii. 8x 2 R+ ,8t 2
�
0; �

2

�
; cos (

p
x cos t) =

+1X
n=0

(�1)n (cos t)2n

(2n)!
xn

On pose hn (t) =
(�1)n (cos t)2n

(2n)!
xn:8n 2 N ,hn est continue sur

�
0; �

2

�
donc intégrable sur�

0; �
2

�
;
P
hn CVU sur

�
0; �

2

�
On pose In =

R �
2

0
jhn (t)j dt

In =
xn

(2n)!

R �
2

0
(cos t)2n dt =

xn

(2n)!

(2n)!�

22n+1 (n!)2
=

xn�

22n+1 (n!)2P
In CV Dalembert donc d�aprés le théorème d�intégration des séries de fonctions t!

cos (
p
x cos t) intégrable sur

�
0; �

2

�
et ' (x) =

R �
2

0
cos (

p
x cos t) dt =

+1X
n=0

(�1)n xn�
22n+1 (n!)2

(e) Rayon de CV de
+1X
n=0

(�1)n �xn

22n+1 (n!)2
est +1 donc d�aprés II-3

8x > 0; L (') (x) =
+1X
n=0

(�1)n �
22n+1 (n!)2 xn+1
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