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Sujet I Caleul de,™ #50dt et [, (*52) dt

I — Calcul de f+oo sin(®) 7y

t

1. Soit x>0 ,F(t) = f@dt _ [1—cos(t)] [ Ao gy

. 1—cos(t) 1—cos(t) __ . 1—cos(t) _ 1 |[1l—cos(t) 1
lim——= =0, tﬁTwT—Oviwgt—z—av —= | <z
Donc t— 1_‘;—35(” est intégrable sur ]0,4+o00[ F admet donc une limie finie en 07 et en4oo ainsi
f0+oo sin(®) 7t est convergent
2. On pose S, = Zf(k+1)7r sin(®) | gy
(a) On pose uy = k(fﬂ)ﬂ sin t) dt par le chanement de variable x=t-km, u; = [ Smwfgiﬁ dr =
[ 1502 | o foﬂ sin:z:dx B 2
0 lztkm ~ (k+1)m  (k+1)7
2
> CEE DV donc ) ug DV et puisque u; >0 nEI—PooS = +o00
(b) Soit x> 0 ,n partie entiere de £ donc nm < x < (n+1)7 ainsi kakﬂ T Sm(t ‘dt =
I Sm(t) dt < [ s gt quand x tend vers +oo n aussi ainsi tlz+m Iy Sm(t dt =400
donc la fonction t— Sm(t) est non intégrable sur]0, +o0[
3. On se propose de calculer +°° sin®) ¢
Soit f (z) = 0+OO e“”tsmTt)dt,g : R+*x R™ — R, (z,t) — e_zt%
(a) Pour x=0 f+oosm dt st CV
Si x>0 )e‘” S”;( ) —ot ¢ — e~ est intégrable sur |0, +oo[ donc t — e~ tsm( ) aussi

x — g (x,t) est continue sur R™ et V [a,b] C RY* Vz € [a, ]
vVt >0, |e

—at

—xt Sm( ) —at
" t—e

est intégrable sur |0, +oo[ ainsi f continue sur R**

(b) gest C! sur R™x R™ donc t — g (x,t) est continue de plus intégrable sur |0, +oo[,V ¢ >0,
x— g (z,t) est de classe C! sur ]0, +o0], gg (x,t) = e " sin (¢)
Soit [a, b] C]0,4+o00] ¥ z[a,b],Vt > 0, }% x, | < e ' et a>0 donc

t— e est intégtable sur ]O +o0[ ainsi f est de classe C! sur |0, 00|

V>0, (x)= [, e sin(t)dt

_gtsin(t

(c) Vo > 1,¥t > 0, t
D’aprés le théoreme de CVD  lim f (x) =

T——400

Tt — et est 1ntegrable sur ]0, +oo[ Vt > 0, ZZT ot sin(t) sm(t) — 0a




(@) Soit >0 () = J;" e~ sin (1)t = T ([ et=a) = m (5L5) = I (3555) =
f(x) = axctan <x> +Clor lZT f (&) = 0 donc C = -

AinsiV o >0, f(z) = arctan (z) — §

MIE}

(e) f(x) = arctan(z) — 7 donc f est continue sur R* liT flx) =73 = f0+°° gt ainsi
+00 sin(t) o7
fo podt=73
0\?
I1 - Caleul de [, ()" at
N2
1. t— <%) est continue de limit 1 en 0" donc intégrable sur ]0,1]
sin(t) 2 1 1 : 42 . [Foo [ sin(t) 2
(T) < % ,t— 55 intégrable sur [1,4-00[ donc f aussi [ < - ) dt CV
N2
2. On se propose de calculer f oo <S”;ﬁ) dt
Soit f (z) = f0+°° e‘“—l cost) ¢
(a) *xtl‘j‘;s“) < 1_igs(t),t — l_ct‘;s(t) est continue de limit % en 0" donc intégrable
sur ]0,1]
0< ki—‘fm < % t— % intégrable sur [1,4o0[ donc ¢ — ki—ciism est intégrable sur ]0, +oo[ donc
t — et 180 gy

$2

(a) z — e_m—1 <5 est, continue sur R* et V xe RF, ’ —wtl—‘;;’S(t)

t— 1— cos(t)

1— t
< ?;S( )

est intégrable sur |0, +o00[ ainsi f continue sur R*

(b) Soit h : RTx R™ — R, (x7 ) —s et 1fctc2>s(t)
h est C! sur Rt x R+*

Nt >0,9 (z,1) = —e w120 P (5 1) = (1 — cos (1)
9g

) tr
t— 32 (z, t) est continue de limite nulle en o et egale o(%) en +o0o donc intégrable sur |0, +-o00|

Soit [a,b] C]0,4+o00[ V = € [a,b],Vt > 0, et‘% (x,t)‘ < 2e7' a>0 donc t— e est intégtable
sur ]0, +oo[ ainsi f est de classe C? sur ]0, +o00|

Va>0f(x)=— 0+°oe* (1 cos( )dtf (x) = 0+°o e (1 — cos (t)) dt

— gt 1—cos(t)
+2

< l—ctgs(t)at N —1 coslt) est intégrable sur 0, +-00] de plus lim e

r—-+00

— gt 1—cos(t)
+2

0 d’aprés le théoreme de CVD liril f(x)=0

Vo > 1,Vt > 0, ‘e‘ztl*cos(t)

‘ < 17cos(t)€_t7t - 1*C?S(t)e—t

— t

lim e‘”%os(t) =0 d'aprés le théoréme de CVD lim f’ ()=0

T——+00

(d) V>0 (z)= [ e (1—cos(t))dt = [, e ™dt — [ et cos (t)dt

0
f”(w):l—Re(oJrooe“zdt) i—Ré(#):l

T T—i T :L‘2+1

f'(@)=Ctln(z)—3In (2 +1) = C+ln<

7 = ()

est intégrable sur |0, +oo[ de plus

\/;;—H) or xgrfoof/ () = 0 donc C=0 ainsi Vz > 0



() OnaVa>0,f'(x)=1In (ﬁ) ,on intégre par parties on obtient
/1n <

)dm—xln <\/x§7+1> —fxildx—xlnc/xﬁﬁ) — arctan
Vx>0,f(:c):$1n<\/§7+>—arctanx+C"

hmf( ) fo-l-OO 1— COS dt C/

z—0
f0+°° 172—35“)(175 = 0+°° Malt on pose u=<,C' = +°° sin’(u) 74
On amglfoof () =0 et J:EIEOO:E In < x§+1) = xl_l}gloof In (1 +5)=0

f—l-OO (M) dt — +OO sin t)dt

0 t

N

Aors C’=% ainsi

SujetII  Transformée de Laplace

On considére

E={f € C(]0,+00[,R) /Vx > 0,t — f(t)e ™ est intégtable sur ]0, +oo[}
Pour tout f on note L(f) la fonction définie sur |0, +o00[ par

Vo > 0,L(f) (x) = [, f(t) e t"dt

L(f) s’appelle transformée de Laplace de f

Partiel : Proprietés transformée de Laplace dtun élément de E

1. E={f € C(]0,4o,R) / Vx> 0,t — f(t)e ™ est intégtable sur ]0, +-o00[}

Il suffit de montrer que E est un sous espace vectoriel de C (]0, +o0[, R)

E est non vide car la fonction nulle y appartient

Soient f ,g éléments de E et a € R

af +g € C(]0,+[,R) ,s0it x >0

Onat — f(t)e™ & — g(t)e ™ sont intégtables sur ]0,+oo| donc t— (af + g) (t) e *“est
intégtable sur |0, +oo[ ainsi af + g € E d’ou E sev de C' (]0 +oo[, R)

L((af +9)) () = [ (af +g) () e ™dt = a [ f(t)e™dt + [ g(t)e"dt = aL(f) (x) +
L(g) (z)

L((af +g)) = aL (f) + L (g) donc L est linéaire de E dans RI%+°!

2. f € C(]0,+oc[,R)

(a) soit x > 0,Vt > 0,|f (t)e ™| < |f (t)| or f est intégtable sur |0,4o0[ d’aprés le théoréme de
comparaison t — f (t)e ' est intégtable sur |0, +oo] ainsi fe F

(b) f est intégtable sur |0, +o0o[ , F primitive de f sur 0, +oco| donc F est bornée ie IM > 0/ Vt €
10, ool ,|F ()] = M
soit x > 0,t — F (t) e est continue sur |0, +00]

Vit €10, +oo[, |F (t)e ™| < Me ™ t— Me " est intégtable sur |0, +oco[ donc t — F (t) e ™
aussi et par suite Fe £

(¢) f est bornée donc 3C' > 0/ Vt € 10,400 ,|f (¢)| < C
vt € 10, +oof, | f (2) —m| < Ce ™™ t— Ce ™ est intégtable sur |0, +oco[ donc t — f(t)e™ ™
aussi et par suite f € F

(d) Soit f € E ,soit z >0 ,Soit n € N ¢"f (t)e ™ = (f (1) e_%> (t”e_%>

t — t"e~% est coninue sur R* de limite nulle en +00 donc elle est bornée et par suite 3C" > 0

/¥t € [0, 4o0[ ,|t"e 2




donc [t"f (t)e ™| < C' ’f (t) e’%‘ or 5 >0 et fc E donc t— C"|f (1) e~ | est intégtable sur

10, +oo] donc ¢ — t"f (t) e ™ aussi dou f, € E

3. SifeEet feC(]0,+00[,R), sa dérivée peut ne pas appartienir & E
Contre exemple f () = In ()
,soit & >0, t — e ™ In(t)est continue sur R**

e 1n (t) =o (\/lg) ;e 1n (¢) =0 (%) puisque t— \/Lz est intégtable sur ]0, 1] et t— % intégtable

sur [1,+00o[ selon Reiemann donc ¢ — e ™ In (¢)est intégtable sur R**

t.

t — te~™ non intégrable sur ]0,1] ainsi f/ ¢ E

4. Soitf € E; considérons g : R — R
(zt)—f()e™t*
Va>0,t— f(t)e ™ est continue sur |0, +oo|
Soit [a,b] C]O,+oo] V x[a,b],Vt > 0,|g(z,t)| < |f(t)e ™| fe E et a>0 donc t— |f (t)e ™| est
intégtable sur |0, +oo] ainsi L(f) est continue sur |0, +oo]
5. Soitf € F; considérons g : R™* x R™*— R
(z,t)—f(t)e= "
Vit>0,t— f(t)e ™ est de classe C* sur ]0, +o0]
Vk € N*,W(x,t) — (=1)Ftkf (t) et selon la question 2 —d,,t — g (x,t) est continue
intégtable sur |0, +o00|

Y a.’L’k
est intégtable sur |0, +oo[ ainsiL (f) est de classe C* sur |0, +o0o[ ceci Vk € N* ainsi L (f) est de
classe C* sur |0, 00|

Vi e NV o >0 ,L(f)® (2) = (1" [P+ f (t) e tdt

Soit [a, b] C]0, +o00[ ¥V x [a,b] ,Vt >0 ‘d £ (x,t) ) [t"f (t)e~'| f € E et a>0donc t— [tFf (t) e

6. Si f € E et (x,) suite d’éléments de [1,400[ telle que liT Ty = 400
(a) considérons g, : R™— R, t — f(t)e "' g, est continue sur |0, +oo|
Vi>0, lz’T g, (1) =0,Yn e N, |g, ()] <|f ()] et et t— |f (t) e!| est intégtable sur |0, +o00[
ainsi d’aprés le théoréeme de convergence dominée

lim L(f)(xa) = lim_ o g (8) dt =0

n—-+00 0

(b) Soit une suite (z,) suite d’éléments de [1,400] telle que lim x, = +00

n—-+o00

selon 6-b on a lim L (f)(z,) = 0 d’aprés le théoréme de la caractéisation séqientielle de la
n—-+00

limite liT L(f)(x)=0

7. Dans cette question on suppose que f est continue sur [0, +oo[, de classe C! sur |0, +oc[ ,f et fr sont
intégtables sur |0, +00]
(a) fest classe C' sur |0, +oo[ donc V & >0, f () = f(0) + [, f' (t)dt
f1 sont intégtable sur |0, +oo[ donc liT Jo (@) dt = 0+°° f'(t) dt ainsi lz’T f(z)=f(0)+
f oo f’ ( ) dt donc f admet une limite finie
f t)dt si € # 0 alors f(x) ~ ¢ donc f est non intégrable sur |0, +oo[ ce qui est
absure donc (=0 d ou limf (x) =0



(b) Soit = > 0 ,on intégre par parties [; f ' (t) *mdt =
fait tendre y vers 400 on aura L (f')(x) = [ f
Dou L (f') (x) = «L (f) (x) — f (0)

(c) f’ est intégrable sur |0, 400 [ donc fr € E ainsi xQTmL (f")(x) =0 ,don ml_z;inooxL (f) (z) =
f(0)

(d) fe€E etsoit (x,) suite d’éléments de |0,+o0] telle que lim x, =0

n—-+00
xn L (f) (z,) = f0+°° xnf (t) e~ *dt on pose u = x,t donc x, L (f) (z,) = f0+°° f (%) e “du
considérons h,, : R™— R, ,u — f (%) e " h, est continue sur |0, +oo]
Vu>0, liT, h, (u) = le™ ou l= lz’T f(x),Vn € N|h, (t)] < |fllet et t— |fle™"| est
intégtable sur |0, +o0o[ ainsi d’apreés le théoréme de convergence dominée
lim L (f) (2,) = lim_ T h, () dt = [ le du =1

D’aprés le théoréme de la caractéisation séqgientielle de la limite

limzL(f) (@) =1 = lim f (2)

If (t)e ™)y + nx fo *mdt puis on
'(t) ‘mdt —f(0) + a:f (t) e **dt

Partiel I : Détermination de la transformée de Laplace de certaines fonctions
1. O f:t— cos(t) est continue bornéesur |0, +oo[ denc fe F
Soit x> 0, L (f)(x) = [;" e * cos (t) dt = Ré ( o0 i m)tdzf> = Ré () = Ré(5) =

0 241 241

Cg:t— # est continue sur |0, +oo[ et bornée car elle a des limites finies en 0 et +o0o denc
ge b

Soit = > 0, L (g) () = [, e=™1==tdt I (g) est C' sur |0, +oo[ donc (L (g))' (z) = — [, e~ (1 — cost) c
- 0+°° e "t + f0+oo e " costdt = =2 + L (f) (z)

Ainsi (L (9)) (z) = = + =55 (9) () =—1In (W) +C or a:l—Z>TooL (9) () = 0 donc C=0

et par suite L (g) () = —In (ﬁ)

OSoit x > 0, fo

"
et (fot 1— cosudu)

tlwwmodt

u

— + 1 fo fxtl costdt

0
On a g est continue sur |0,+oo[ et bornée donc IM > 0 tel que Vz > 0,]g[tz]| < M donc
Vz > 0,Vz > 0, (foz H%du” < Mze **qinsi

lim e ([ 1= ';OS“d u) = 0, lj_r}rge_m (fy ==tdu) = 0 ainsi Vo > 0,L(h)(z) = 1L(g)(z) =

z—+00
-1 T
T In ( 1+:r2)
2. Soit f € C (]0,+c[,R) telle que f (0) = 0 et f est périodique de période T>0

Soit g la fonction définie par g(t) = { / (t)ossil B£?< ,

(a) f € C(]0,+[,R) et f est périodique de période T>0 donc bornée
g est bornée
g st continue sur [0, +oo[— {7} puisque f (0) = f(T') donc g € C ([0, +o0[,R)
Ainsi f et g sont continues et bornées sur |0, +o00[ donc appartiennent a E

5



(b)

Soit x>0, , L (f) (x) = [ e ™ f (t)dt = lim ["" e " f (t)dt

n—-+00
k=n—1
fO"T e~ (t)dt = Z (f(kH)T e f(t)d ) ,on pose u=t-kT donc
k= o
k e e—z(u —x —xu
S e ()t D f (u+ KT du = = [ e f (u) du

Ainsi fo et (t

Z e—ka> fo —:vuf

ka) 7xuf fo € muf (U) du

1—e2T

L(f) (x) = <

L(g)(z) = [ e g )dt:fo e~ f(t)dt Carg(t):{ £t )Osilg><€<T ainsi Vr > 0

L(g) ()
L (f)(x) = T_ oot
f:t — |sin(nt)| est périodique de période 1 et f(0) =0

Donc Vo >0 ,L(f) (x) = fo e~ |sin (wt)| dt fo "sin (mt) dt

fo tsin (7t) dt = Im <f0 (im— mﬁdt) =1Im (:)

iT— T

ol _ettl 1 e+ 1)

— :7r2+x2(m—|—x)doncfoe tsin (7t) dt = S
(e "+1)mw _ mcoth (%)

Alnsi Vo >0, LU () = T a— ey~ (1 a2)

—+00

3. Soit une série entiére a,x"™.de rayon de convergence R > 0
n )

n0

( si R:—l—oo,% = O)

()
(b)

Soit ¢ > % , donc < R donc la suite (‘;—2) converge vers 0 donc elle est bornée et par suite
EIM>()/Vn€N \an|<Mc

Soit z € C et z# 0 ,Soit ¢ > %, et c>ﬁ d’aprés la question précédente IM > 0 / Vn € N
Jan] < Mc"

’“nz | = |22 | x " = \rcz:\ (022" ﬁ‘ la série > M ‘ﬁ‘ série exponentielle donc
+00
> “’;j" CVA ceci pour tout z € C ainsi le rayon de convergence de Z ™ est 400
n=0
+oo
Soit ¢ > %, soit ¢ (t) = Z dntre=c*.On pose f, (t) = 2t"e
n=0

Vn € N ,f, est continue sur R*,Y" f, CVU su tout ségment de de R™
Donc ¢ est continue sur R™
Vn e N f, (t) = =0 (%) donc f, intégrable sur R*

On pose In — 0 |fn ’dt |an| f _Ctdt — |an | +00une—udu — |an| 1"( 1) —

cntin! Jo cntln)
lan]|

cn+1



> C'ffﬂ CV car 0<%<R donc le théoréme d’intégration des séries de fonctions ¢ intégrable sur

+00 +o0
R et [ o(t)dt =Y @ [FCtretdt =Y
n=0 n=0

(d) Application
i. x— cos (y/z cost) continue sur RT,t— cos (y/z cost) continue sur [0,2] et Vt € [0,%],

|cos (y/z cost)| < 1 et t— 1 intégrable sur [0,2] ainsi ¢ :  — f0% cos (v/z cost) dt est
continue sur R*
Vo € RT, ‘f(f cos (y/x cost) dt) < % donc ¢ est bornée ainsi ¢ €E

<= (=1)" (cost)™"
ii. Vo e RY Wt e [0,Z] ,cos(y/acost) = nzﬁ 2n)! "

(=1)" (cost)™

(2n)!
[O, g} > hy, C\{TU sur [0, %}
On pose I, = [ |h, ()| dt

s o, 2" (2ol a'w
L = (2n)! fU (cost)™ dt = (2n)! 92n+1 (n!)2 920+l (n!)2
Y1, CV Dalembert donc d’aprés le théoréme d’intégration des séries de fonctions t—
+oo n
b4 —1 n

cos (y/z cost) intégrable sur [0,%] et o (z) = [;? cos (y/z cost) dt = Z (=1)" 2"

On pose h,, (t) = x".¥n € N Jh,, est continue sur [0, g] donc intégrable sur

o 92n+1 (n!)2
<= (—1)" 7"
(e) Rayon de CV de Z 22”+1—(n‘)2 est +00 donc d’aprés I1-3
n=0 :
+o00 (_ 1)77, T

Vo > 0,L(¢) (x) = )

o 922n+1 (n!)2 pntl



