PSI 08/09 - Devoir 1- Corrigé

PROBLEME

n désigne un entier naturel non nul, (a,b) un élément de R? et R,,[X] le R-espace vectoriel des polynomes a
coefficients réels de degré au plus n.
Pour tout P de R,,[X], on pose :

FaP) = (X —a)(X —b)P —n (X— ‘“Lb) P (%)

Prélimnaire
1. dmR,[X]=n+1.
2. Soit P dans R, [X]. Commencons par le cas ol P est de degré n et notons a,, son coefficient dominant.

“0) b, Par
différence f,,(P) est dans R,,[X]. Si P est dans R,,_;[X] alors les deux polynémes (X — a)(X — b)P’ et

(X —a)(X —b)P’ est de degré n + 1 et de coefficient dominant na, tout comme n (X -

b
n (X — a—2|— ) P sont dans R,,[X] et donc leur différence aussi. Donc , en conclusion de ces deux cas :

VP € R,[X], fn(P) € R,[X]

(x) définie donc bien une application f,, de R,[X] dans R,[X]. Il reste & démontrer que celle-ci est
linéaire. Soit donc P et @ dans R,,[X] et A dans R. On a :

fa(P+2Q) = (X —a)(X =b)(P +2Q)— X—%b (P + AQ) ( par linéarité de la dérivation)
- (X—a)(X—b)P'—n<X—a;b)P—i—)\((X—a)(X—b)Q’—n(X—a;_b>Q)

= fo(P)+ Afn(Q) ( par calcul dans R[X] et définition de f,)
Finalement f,, est linéaire et donc (%) définit un endomorphisme f,, de R, [X].

Partie I : Etude ducas n=1
Dans cette partie on pose donc n = 1 et on va étudier f;.

1. Etude du cas a # b
On suppose donc de plus, ici : a # b.

a) Etude du noyau de fi.
Soit P dans Ker f1. On a f1(P) = 0 ce qui signifie :

(X —a)(X — b)P' = <X—a;b>P

—b
P(a) =0 et puisque a # b : P(a) = 0. De méme P(b) =0. P a au

moins deux racines distinctes (@ et b). Or P est degré au plus 1 d’ott P = 0 et Ker f; C {0}. L’autre
inclusion étant immédiate, on conclut : Ker f; = {0}.

’ . a
On évalue en a ce qui donne

b) fi1 est injective d’apres la question précédente, or tout endomorphisme injectif d’un espace vectoriel de
dimension finie est bijectif, d’ou f1 est un automorphisme de R4[X].

o) ny="2"

—Xet fi —— X, donc la matrice M7 de f; relativement & la base canonique

(1, X) de Ry[X] est a—|—b

(
)

On a det M7 = —

résultat précédent.

,or a#bdoudet M; # 0 ce qui montre que f; est bijective et redonne le



d) (X —a,X —b) est une famille de deux vecteurs ( polynomes, ici) qui sont bien dans R;[X] et R;[X]
est de dimension 2. Il suffit donc de prouver que cette famille est libre. On considére donc des réels
et 5 quelconques tels que a(X — a) + B(X — b] = 0. On évalue d’abord en a, ce qui donne § = 0, puis
en b ce qui donne o = 0, toujours & cause de a # b. (X —a, X —b) est donc bien une base de R;[X].

De plus fi(X — a) = a;b(X—a) et Fi(X —b) = =%x —).

a2 0 (1 0
Donc:N1:<(2) b2a>:’12(0 _1>.
a—1b
On en déduit par simple lecture que, par exemple, fi est la composée de 'homothétie de rapport
et de la symétrie par rapport & Vect (X — a) suivant Vect (X — b).
a+b 2ab
e) De ce qui précede : My = aT_bS ol S est une matrice de symétrie et S = (azb ‘;+g>. On sait donc
b—a b—a

0 1

En conclusion si m est un entier pair, on a : M{" = (“Tb) I> et si m est un entier impair, on a

. . 10 . .
que toutes les puissances paires de S sont I5 avec I, = < > et les impaires sont S.

a+ 2ab

alors : M{" = (“74’)7” S = (“T_b)m <“2b ggg). A noter que tout cela reste valable méme pour un
b—a b—a

entier négatif.

f) Question réservée au 5/2
a—b)?
D’aprés Cayley-Hamilton, M; annule son polyndéme caractéristique , c’est & dire ici : X2 — !

On se donne un entier m et on détermine le reste R, de la division euclidienne dans R[X] de X™ par

—b)? m (1—(—1)m _ym
X2 - %. On obtient facilement R = (%52) (1 ((1_? X+ 1+(21) )
Dot M™ = R(M) = (“T_b)m (1_((1:2)"LM + 1+(§1)m Ig), ce qui redonne le résultat précédent.

2. Etude du cas a =b
On suppose donc maintenant a = b.

a) Oa: fi(l) =a— X et fi(a— X) = 0. De plus (a — X, 1) et évidemment une base de R;[X] et la

. 1
matrice de f; dans cette base est : (8 0).
b) D’aprés ce qui précéde rg f; = 1 et immédiatement Im f; = Vect (a — X) = Ker f; . f1 n’est donc pas
un automorphisme.
c¢) Im f; = Ker f; donc f2 = 0. Donc & partir de la puissance 2 toutes les puissances de f; sont nulles,
comme toujours fi = f; et f) = id ol ici id est 'endomorphisme identité de R;i[X]. f; n’étant pas
bijective, ses puissances négatives n’ont aucun sens.

0 0 0 0/\1 O
suivant Rg[X] et s la symétrie par rapport Vect (a + 1 — X) suivant Vect (a — 1 — X).

d) On a: (O 1) = (1 O) (O 1). On en déduit f; = po s on p est la projection sur Vect (a — X)

Partie IT : Etude du cas n =2
Dans cette partie on pose donc n = 2 et on va étudier fs.

1. Etude du cas a # b
On suppose donc de plus, ici : a # b.

a) Etude du noyau de fs.
Soit P dans Ker fo. On a fo(P) = 0 ce qui signifie :

(Xa)(Xb)P’—Q(Xa;b)P

On évalue en a et b , ce qui donne comme en I.1.a) : P(a) = P(b) = 0. Mais, ici P est de degré au plus
2, donc il 8’écrit a(X — a)(X —b) ol a est un réel. Comme réciproquement fo((X —a)(X — b)) =0,
on en déduit que Ker fo est la droite vectorielle de base (X — a)(X — b) c’est a dire :

Ker fo = Vect (X —a)(X — b))



b) On a f2((X — a)?) = (a — b)(X — a)?. Ceci montre, puisque b # a que (X — a)? est dans Im fo,
laquelle par le théoréme du rang est de dimension 2. Comme f3(1) = —2(X — aT'H’) et que la famille
((X —a)?, X — “T"‘b) est libre ( polynomes non nuls de degrés deux & deux distincts), on a : Im f5 est
le plan de base ((X —a)?, X — %£2).

) fo(1) = =2(X — %5, fo(X) = ab— X2 et fo(X?) = —(a+b)X? + 2abX d’olt par définition :

a+b ab 0
My=| -2 0 2ab
0 -1 —(a+b)

En notant Cq, Cy et Cj5 les colonnes de Ma, on voit que la famille (Cy, Cs) est libre et que I'on a aussi
C3 = —abCi + (a + b)Cs ce qui montre que My est de rang 2, que Ker f est une droite et qu’elle est
dirigée par le vecteur de coordonnées (ab, —(a + b), 1) relativement a la base canonique et encore que
Im f5 a pour base les vecteurs de coordonnées C; et Co toujours relativement a la base canonique. En
interprétant en terme de polyndmes ( la base canonique deRo[X] est (1, X, X?)), on retrouve bien les
résultats précédents.
On peut s’amuser ( si, si!) a donner une équation du plan Im fy relativement a cette base canonique
d) Soit a, 3 et 7 trois réels quelconques tels que (X —a)(X —b) + B(X —a)? +~(X —b)? = 0. On évalue
en a d’ott v = 0 car a # b. De méme en évaluant en b, on a 3 = 0 et donc o = 0 également. Donc la
famille ((X — a)(X —b), (X — a)?, (X — b)?) est libre, comme elle est constituée de trois éléments de
R2[X], ¢ est une base de Ro[X].
On sait déja : fo (X —a)(X —b)) =0, fo (X —a)?) = (b— a)(X — a)? et aussi fo ((X —b)?) =
(a—b)(X —b)?, dou :

0 0 O
No=(@-b0o 1 0
0 0 -1
0 0 O 1 0 0
Enfin, par exemple : No = (a—0) [0 1 0 0 1 O | cequi montre que foest la composée de
0 01 0 0 -1
I’homothétie de rapport b—a, de la pIOJectlon sur Vect ((X — a)?, (X — b)?) suivant Vect (X — a)(X — b))
et de la symétrie par rapport a Vect ((X — a)(X —b), (X — a)?) suivant Vect ((X — b)?).

2. Etude du cas a = b
On suppose donc maintenant a = b.

a) Soit P dans Ker fz. On a: (X —a) ((X —a)P’ —2P) = 0 et donc par intégrité de R[X] :
(X —a)P' —2P =0

On évalue en a d’ou P(a) = 0.
On dérive ce qui donne : (X —a)P"” — P’ = 0 et on évalue en a d’ott P’(a) = 0. Finalement a est racine
au moins double de P puisque P(a) = P'(a) = 0.
P étant de degré au plus 2, on en déduit qu'’il s’écrit a(X —a)? ol « est réel. Comme réciproquement,
on a f ((X —a)?) =0, on a finalement Ker f, = Vect ((X — a)?).

b) L”image de f2 est donc un plan ( théoréme du rang) inclus dans (X — a)Ry[X] ( car pour tout P de
Ry[X], Ton a fo(P) = (X —a) (X —a)P' —2P). Or (X — a)R;1[X] est un sous-espace vectoriel de
R, [X] de dimension 2 ( une base est par exemple (X (X —a), X — a)) ce qui donne :

Imfg = (X - a)Rl[X]
¢) La famille ((a — X)?,a — X, 3) est une base de Ry[X] ( car libre maximale dans R[X]) et on vérifie

immédiatement qu’elle répond a la question.

Partie III : Noyau de Kerf,
On en vient au cas général, n est donc un entier au moins égal a 1 et on veut déterminer Ker f,.

1. Soit P un polynéme non nul élément de Ker f,,, d son degré et o, son coefficient dominant. On a :

(Xa)(Xb)P’n<Xa;rb>P

Le polynome (X —a)(X —b) P’ est de degré p+1 et de coefficient dominant pa,. Le polynome n (X — 252) P
est de degré p+ 1 et de coefficient dominant na,. Un coefficient dominant étant non nul (o, # 0), on en
déduit que p = n. En conclusion, tout polynéme non nul de Ker f,, est de degré n.



2. Soit R et S des polyndémes non nuls éléments de Ker f,, de coefficients dominants respectifs r,, et s,. Les
polynéme s, R et r,S sont de méme degré n et de méme coefficient dominant r,s,, leur différence est
donc degré strictement inférieur an, donc, d’apres la question précédente, elle est nulle. On en déduit que
quels que soient les polynémes non nuls R et .S de Ker f,,, ils sont sont colinéaires et que donc la dimension
de Ker f, est au plus 1. Le théoreme du rang montre qu’alors le rang de f,, est au moins n.

3. On suppose ici : a = b et on note encore P un élément de Ker f,,. a est racine double au moins de P,
méme raisonnement qu’en I1.2.a)
On a: f,((X —a)™) =0 et donc, puisque la dimension de Ker f,, est au plus 1, 'on a :

Ker f,, = Vect (X —a)™)

4. On suppose maintenant : a # b et on note P un élément de Ker f,,.
P(a) = P(b) = 0 méme raisonnement qu’en I.1.a), donc P a au moins deux racines a et b.
a et b ayant le méme role dans la définition de f,, ( changer le couple (a, b) en le couple (b, a) ne change pas
fn), ils sont racines de P avec la méme multiplicité. En notant m cette multiplicité et en remarquant que
P est soit nul, soit de degré n, on obtient exactement I’écriture demandée : P s’écrit (X —a)™(X —b)"™A
ou m est une entier naturel vérifiant 2 < 2m < n et A est soit le polyndéme nul soit un polynéme de degré
n — 2m n’ayant ni a ni b comme racine.
On aalors : f,,(P) = (X —a)™(X —b)™ ((X — a)(X —b)A" + (2m — n)(X — ¢b)A).
Mais f,,(P) = 0 et donc ( intégrité de R[X]) : (X — a)(X — b)A" + (2m — n)(X — “F2)A = 0.
On évalue en a, ce qui donne : (2m — n)“T_bA(a) = 0. Dans le cas ou A n’est pas nul, on sait qu’il n’a
pas a pour racine donc A(a) # 0 et comme a # b, finalement : n = 2m et n est donc bien pair.
Deux cas se présentent donc, en ce qui concerne le noyau de f,, :

o Premier cas : n est impair
D’aprés ce qui précede Ker f,, = {0} et f,, est un automorphisme de R,,[X].

e Deuxieme cas : n est pair .,
Le raisonnement précédent montre alors que Ker f,, est la droite engendrée par (X —a)? (X —b)
et alors rg f,, = n.
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