Exercice : Résolution d’une équation différentielle
1. Notons y, (t) = t“, alors y, est solution de (H) sur I si et seulement si

Viel, yi ) +3ty,(t) +ya ) =0=Vtel, t*(a®*+2a+1)=0+=a=-1
1
Ainsi t — n est la seule solution sur I de (H) qui soit de la forme ¢ — ¢°.

2. Un calcul simple donne : V¢ € I, t\" (t) + X () = (¢N (t))/ =0, cad :
il existe A € R,V te I, t\N(t) = A, en intégrant une seconde fois :

JABeR, A(t)=A|t|+B

At
Ainsi les solutions de (H) sur I de la forme i) sont
Alnjt| B
y(t) = ?‘ | + 2, oA BER

3. (H) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogéne dont les coefficients sont continues sur

I avec celui de y” : x — 2% ne s’annule jamais sur I, ainsi 'ensemble Sy (I) des solutions de (H)

In|t] 1
sur I est R—espace vectoriel de dimension 2, contenant la famille libre <tH’ t) des deux fonctions

Injt| 1
trouvées a la question (2). D’ou Sy (I) = vect (ntH, t> .
Ainsi les solutions de (H) sur [ sont

Allt| B
y(t):?H+t, ot A,BE€R

Aln|t| B . ,
+ ? existe si et seulement

4. 11 s’agit ici de prolonger les solutions obtenues en 0. Or on a lim

t—0 t

1 In |t
si A = B = 0 puisque ;=0 <ntH> en 0. La seule solution sur R de (H) est la solution nulle.

At
5. Ce calcul est dé¢ja fait a la question (2), t — i) est solution de (L) si et seulement si
1
Vel tN () +N () =N 1) = —35

Une premiére intégration donne : 3 A€ R, V¢t e I, t\ (t) = arctan (t) + A. (1)




arctan ()

La fonction t —— est continue sur I et admet une limite finie en 0, donc admet des

primitives sur R ou R, soit

t

arctan (u

o(t) = / 7()du, la primitive s’annulant en 0
0 u

Une deuxiéme intégration de (1) donne :
JAeR, 3BeR, Vtel, A(t)=¢(t)+Aln|t|+ B

. L’espace Sy, (I) des solutions de (L) sur I est plan affine de direction Sy (I): Sp, (I) = yp, + Su (1),

t) 1 ["arct Inft| 1
oty (t) = i) = t/ Mdu une solution particuliere de (L) et Sy (1) = vect <nt||’ t> .
0 u

. Méthode 1 : La solution générale de (L) sur I est :

1 [t arct Alnlt| B
y(t):/ arctan () , o n||+t, ou A, BeR

t 0 u t

arctan (u) o= 2n

OnaVuel]-1,1[, ———— = Z (-1)" 5 est la somme d’une série entiére de rayon 1, donc
u n
n=0
s’intégre terme a terme sur |—1, 1[, donc
+oo 2n
t Alnl|t| B
vVtel-1,1[, y(t) = -1)" + +—, 00 A,BeR
L w0 =3 (0 e+

Ainsi la seule solution DSE & 'origine est :

-— 2" (-"
t) = —1)" ———, R =1 selon D’Alembert et as, = ———, a =0
y( ) nzzo( ) (2n + 1)2 2n (27”L T 1)2 2n+1
+oo
Méthode 2 : Soit y (z) = Z anx™ la somme d’une série entiere de rayon R > 0, alors y est solution
n=0
de (L) sur |- R, R| si et seulement si
+oo +oo
Ve e|-RR[, > (n+1)an” =) (-1)"z*"
n=0 n=0

Par unicité d’un développement en série entiére ceci est réalisé si et seulement si

(="

VneN, aypir =0et ag, =

(2n 4 1)?
too $2n
on retrouve la solution y (t) = (—1)" ————, définie sur |—1,1].
HZ_O (2n+1)?
.Ona: N
1 [* arct = ¢2n
T oL L CO PRSNG|
t—0t | g u =0~ (2n+1)
1 ["arct Alnft| B
Donc lim / arctan (u) du + n ] + — existe si et seulement si A = B = 0.
t—0 ¢ 0 u t t
1 [ arctan (u)d _
Ainsiy(t) =9 ¢/, usit#0 ot 0% sur R (coincident avec la somme d’une série

u
1sit=0
enitére sur |—1,1[ et produit de fonctions C* sur R*), elle est donc la seule solution de (L) sur R
tout entier.



