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Dans tout ce chapitre K désigne R ou C.

1 Espace vectoriel - sous espace vectoriel

1.1 Notion d’espace vectoriel

Définition 1.1. On appelle Espace vectoriel sur K, ou [K— espace vectoriel ,tout triplet (£, +,.) ol E est un
ensemble non vide, + est une loi de composition interne sur E et . est une une loi de composition externe
sur E a base dans K c.a. d une application

KxE — E
A,x) — Ax

telles que
(1) (E,+) est un groupe commutative
(2) pour tout x,y € E et pour tout a,f e K
(i) alx+y)=ax+ay
>ii) (a+ P)x=ax+ By
(iii) a(Bx) =(apP)x

(2) pour tout x€ E; 1Ixx=x

Vocabulaire :

Soit (E, +,.) un K— espace vectoriel (en abrégé : K.e.v).
— Les éléments de E sont appelés vecteurs.
— Les éléments de K sont appelés scalaires.
— Lélément neutre de 'addition + de E est noté O’ ou tout simplement 0, et appelé vecteur nul.
— Linverse d'un élément x de E pour I’addition se note —x : x+(—x)=0g.
— La multiplication par un scalaire 1.x est souvent notée avec absence de loi : Ax.
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Proposition 1.1 (Regles de calculs). Soit (E,+,.) un K— espace vectoriel.
VxeE; Ox.x=0g.

VAlekK; A.O0g =0g.

VxeE; (-1k).x=-x.

VxeE,VAeK; [Ax=0g o A1=0K ou x=0g].

Ve EN{Og},VA,pekK; [Ax=pux<o A=yl

Vx,ye E,VAeK"; [Ax=1ye x=y]

A e

1.2 Exemples de références

Exemple 1.1 (Lespace vectoriel K"). Soit n € N*, Lensemble K" est un K— e.v, pour les lois + et . définie
par:
x+y=(x1+Y1,05%n + Yn)
Vx = eK™*,Vy= eK"VAekK
X (x17 7‘xn) > y (y17 7yn) { sz(ﬂxl,...,ﬂxn)
Le vecteur nul K" est Oy =(0,...,0).

Exemple 1.2 (L'espace vectoriel produit). Plus généralement si Eq,...,E, sont des K— espaces vectoriels
et

n
E=[]E;={(x1,....xs)/Yie[1,n]] x;€E;}.
i=1

le produit cartésien des E; ; alors E est un K— espace vectoriel pour les lois :

X+y=@1+Y1,.., %0 +Yn)

Vx=(x1,....,x,) EE,Vy =(y1,...,yn)€EV/1€K{ Ax = Ay, Ay

Le vecteur nul K" est O =(0g,,...,0F,).

n
Remarque 1.1. Lorsque E; =... = E,, = E alors 'espace vectoriel 1_[ E; est noté E™.
i=1

Exemple 1.3 (Lespace vectoriel K?). Soit D une partie non vide de R. Alors ’ensemble K D des applications
de D a valeurs dans K est un K— e.v pour les lois :

(f+8)x)=f(x)+gx) (YxeD)

D D
VieK”,Vgek VAEK{ Af(x) = Af(x) (VxeD)

Le vecteur nul de K est la fonction nulle sur D : Okp : D —K,x— 0.

Exemple 1.4 (Lespace vectoriel des suites numériques K"). 'ensemble KN des suites numériques 2 coef-
ficients dans K est un K— e.v pour les lois :

u+v=wW,+uvy,)

_ N _ N
Vu=(u,)eK",Vv=(,)ekK V/IEK{ A= (Auy)

Le vecteur nul de KN est 1a suite nulle : O < (0)pen-

Exemple 1.5 (Lespace vectoriel EX). Plus généralement , si X est un ensemble non vide et E est un K—
e. v alors lensemble EX des applications de X a valeurs dans E est un K— e.v pour les lois :
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(Ff+)@)=fx)+gkx) (VxeX)

X X
VfeE" VgekE VAE[K{ AL = Af(x) (Vx e X)

Le vecteur nul de EX est la fonction nulle sur X : Ogx: X - E,x— Op.

Exemple 1.6 (Le K- e.v K[X]). K[X] est un K— e.v pour I'addition usuelle des polynémes et la multi-
plication : (1,P)— AP obtenue en multipliant le polynéome P par la constante A .

Exemple 1.7 (Le K- e.v K(X)). K(X) est un K— e.v pour 'addition usuelle des fractions rationnelles et
la multiplication : (1,F)— AF obtenue en multipliant la fraction F par la constante A .

Dans la suite, lorsqu on se réfere a I'un des exemples cités précédemment, on supposera que ses lois et son
vecteur nul sont connues, il faut donc les retenir!!

1.3 Sous - espaces vectoriel

Définition 1.2 (s.e.v). Soit E un K-ev et . On dit que F est un sous espace vectoriel ( sev ) de E si
(@) F#£g

(i1) va,yeF
(ii) VxeF VieK ,[AxeF |

Remarque 1.2. « Si F est un sous espace vectoriel ( sev ) de E alors les lois + et. induisent des lois sur
F de sorte que (F,+,.) est un K— e.v. Ainsi un s.e.v est un e.v

e Dans la pratique , pour montrer qu'un ensemble est est espace vectoriel , il suffit de montrer que c’est
un s.e.v d’'un espace vectoriel connue

Proposition 1.2 (Caractérisation). Soit £ un K-ev et

Fest de  si ot seulement si { = £ F
est un sev de E si et seulement si 9) ViyeF VAueK [Ax+pyeF
Exemple 1.8. 1. {0Og} et E sont des s.e.v du K-ev E, on les appelles les sous espaces triviaux de E.

2. C,K) ,C™I,K), D"(I,KK) et C*°(I,K) sont des s.e.v de K’
3. K,[X] est un s.e.v de (K[X],+,.)

Exercice 1. Montrer que F; est un espace vectoriel dans les cas suivants
1. F1={(x,y,2)€ R3; x+y+3z=0};

Fy= {(x,y,z,t)(—:[R4; x=y=2z=4t};

Fs={P e R[X]; P(0)=P(2)};

Pour A € R[X] non-nul fixé, Fy = {P e R[X];A|P};

F5, Pensemble des solutions de I'équation différentielle ¥’ +a(x)y = 0, ol a est une fonction continue
sur un intervalle I de R.

A

6. Fs={(up) RN / VREN, unpio=tni1i—nuny}.
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Solution : 1. « (0,0,0)eF;
o Soient X = (x,y,2) et X' = (x',y',2') éléments de Fiet soit A € R. Alors, X + AX' = (x+ Ax’,y + Ay, z + 12) est aussi
élément de Fq . En effet,

(x+ A )+ (v + Ay ) +3E+ A2 )= (x+y+32) + A’ +y' +32") = 0.

Ainsi F1 est s.e.v de R3 done cest un Re.v.
2. ¢ (0,0,0)eFy
o Soient X = (x,y,2) et X' = (x',y',2') éléments de Foet soit A € R. Alors, X + AX' = (x + Ax’,y + Ay, z + A2’) est aussi
élément de Fo . En effet,
x+ A" =y + Ay =2z + A2) =4t + A).
Ainsi F9 est s.e.v de R?* done cest un Re.v.
3. On va prouver que Fg est un sous-espace vectoriel de R[X]. Pour cela,

e Opxj€Fs
e Soient P et @ deux éléments de F3, et 1 € R. Alors (P + AQ)(0) = P(0) + AQ(0) = P(2) + AQ(2) = (P + AQ)(2) et donc

P+AQ€eFg
4. On va prouver que F4 est un sous-espace vectoriel de R[X]. Pour cela,

e Opxj€Fs
o Soient P et @ deux éléments de Fy, et LeR. on a A|P et A|@ donc A|(P + AQ) par suite (P + AQ) € F3

5. Remarquons d’abord que F5 est une partie de C L ,R) est que la fonction nulle est bien solution de ’équation différen-
tielle. Soient y1,yo deux solutions et A € R. Posons y = y1 + Ay2. Alors

y' +a(x)y = (y'l +a(x)y1)+ A(yé +a(x)ys)=0

ce qui prouve que y € F'i5. Ainsi, F5 est un sous-espace vectoriel de C La ,R) .

6. Remarquons d’abord que Fg est une partie de RY est que la suite nulle est dans Fg. Soient u = (up),v = (vy,) deux suites
de Fg et A €R. Posons w =u + Av =(u, + Avy,). Alors

VneN, Wn+2 =Un+2 + AWnt2 =Up+1 —NUp + AUp+1 —10R) = (Up+1 + AVp+1) —n(un + Avp) =wpi1 —nwn
ce qui prouve que w € Fg. Ainsi, Fg est un sous-espace vectoriel de RV .

Exercice 2. justifier que les ensembles suivants ne sont pas des sous-espaces vectoriels

1. E1={(x,y,2)€R3, x+y+32=2};

2. E; ={P €RIX]; P'(0)=2};
3. Es={(x,y,2) €R®; x < y};
4. E4=1{(x,y) e R?; xy=0};
5. E5={(x,y) eR%; y=x7};
Solution : 1. E; n’est pas un sous-espace vectoriel de R car (0,0,0) n’est pas élément de E7.

2. E9 n’est pas un espace vectoriel car le polyndme nul n’est pas élément de Eo.

3. Eg n’est pas un espace vectoriel car (—1,1) € E3 mais —(-1,1)=(1,-1)¢ E3 .

4. E4 n’est pas un sous-espace vectoriel de R2 car il n'est pas stable par addition. En effet, X =(1,0) et Y =(0,1) sont tout
les deux éléments de E4, mais X +Y =(1,1) n’est pas élément de E 4.

5. Les éléments (1,1) et (—1,1) sont éléments de E5. Si on effectue leur somme, on trouve (0,2) qui n’est pas élément de E5 :
E5 n’est pas un sous-espace vectoriel de R2. Plus généralement, un sous-espace vectoriel de R? est une droite passant par
(0,0), ou R? lui-méme, ou encore le singleton {(0,0)}.. E'5 est une parabole et n’est donc pas un sous-espace vectoriel.

O

Exercice 3. Soit E un espace vectoriel et soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que
F UG est encore un sous-espace vectoriel de E si et seulement si FcG ouGcF

Solution : « SiFcG,FUG =G est un sous-espace vectoriel ce qui prouve une implication.

e Réciproquement, supposons que F UG est un sous-espace vectoriel de E et que F n’est pas inclus dans G et G n’est pas inclus
dans F. Prenons x dans F\G et y dans G\F'. Alors, puisque F UG est un sous-espace vectoriel, il est stable par addition et donc
x+y€eFUG. Mais, si x+y est dans F, alors y =(x+y)—x € F (car F est un sev) ce qui n’est pas le cas. De méme, si x + y est dans
G, alors x =(x+y)—y € G ce qui est impossible. On obtient donc une contradiction et 'autre implication. O
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Remarque 1.3. Si F' est un sous-espace vectoriel de E alors Cg n’est pas s.e.v puisqu’il ne contient pas
Or

Théoreme 1.1. Soient E un K— espace vectoriel et (F;);c; une famille de sous espaces vectoriels de E.
Alors

ﬂFi est sous espace vectoriel de E
iel

Preuve : Posons F = [ | F; alors
iel
e 0€F puisque pour tout i €I, F; ests.e.vdonc contient 0.
e Soitx,yeFetlek, alorsx+AyeF car pourtoutiel, x,ycF;etF;s.evdoncx+AyeF;
On rappel que :

xe(|F; o Viel; xeF;
iel

1.4 Combinaison linéaire - Sous-espace vectoriel engendre par une partie

Définition 1.3. Soit E un espace vectoriel et soient (11, ...,u,) une famille finie d’éléments de E. On ap-
pelle combinaison linéaire des vecteurs u1y,...,u, tout vecteur x de E qui est de la forme

n
X = Z/liui ou (/11,...,/1n)€[|’§n
i=1
L'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs u1,...,u, est noté Vect(uq,us...,u,):

n
Vect(ui,us...,u,) = {er | A(A1,A9,...,A,)eK", x = Z/liui}

. i=1
{Z/liui
i=1

(/ll,itz,...,/ln)eK”}

Exemple1.9. 1. DansR?  Vect((1,0),(0,1)) = R?.
2. siueE, Vect(u)={Au/AeK}=K.uetona

veVect(u)— 3JlekK, v=Au

Proposition 1.3. Soit (x1,x3...,%,) une famille d’ un K—e.v E.Alors

1. Vect(x1,x2...,x,) est un sous-espace vectoriel de E

2. Si F est un sous-espace vectoriel de E tel que x1,x3...,x, sont dans F alors
Vect(x1,x9...,x,)cF

Ainsi Vect(x1,x9...,x,) le plus petit sous espace vectoriel de E contenant les vecteurs x1,xs...,%,.
On T'appelle le sous espace vectoriel de E engendré par la famille (x1,x2...,x,).
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Définition 1.4. Soit A une partie d'un K—e.v E. Lintersection de tous les s.e.v de E contenant A est un
s.e .vde E . On l'appelle sous-espace vectoriel de E engendré par A et on le note Vect(A). Ainsi

Vect(A)= [ F
Fsev,AcF

Remarque 1.4. On montre que

n
xeVect(A) < IneN* Fay,..,ap €A, €K, x=) Lix;
i=1

Exemple 1.10. 1. R[X]=Vect(X*)pen) puisque tout polynéme est combinaison linéaire de (1,X,...,X")
pour un certain n € N

2. Vect(@) = {0}

Remarque 1.5. Une facon de montrer que F' est s.e.v est de montrer que F' = Vect(A) ou A est une partie
de A.

Exemple 1.11. Soit F = {(x,y,2) eR® |z =x+y}.
u=(u,y,2)eF o z=x+y

< u=(y,x+y)
< u=x(1,0,1)+y(0,1,1)

Ainsi F = {x(1,0,1)+ y(0,1,1)|x,y € R = Vect((1,0,1),(0,1,1)) donc F est le sous espace vectoriel de R® en-
gendre par les vecteurs u1 =(1,0,1) et ug =(0,1,1).

Exercice 4. Soit F ={(x,y,z,t) € R* |x +y =0}. Posons u =(1,-1,0,0) et v =(0,0,1,2,) . Montrer que
Vect(u,v)c F

Solution : 1l suffit de remarquer que u et v appartiennent & F et que F est sous espace vectoriel pour conclure que Vect(u,v) <
F. O

Exercice 5. Dans E = R?, soient u1 =(1,1,3), ug = (1,-1,-1), v1 = (1,0,1) et vg = (2,—1,0). Montrer que
vect(u1,u9) = vect(vy,va).,

Solution : Pour montrer que vect(u1,u9) < vect(vy,vg), il suffit de montrer que u1 et ug sont tous deux combinaison linéaire
de vq et vo. Léquation uq = xvq + yvo est équivalente a

1 = x+2y
1 = -y

3 = x

dont la solution est donnée par x =3 et y = —1. Léquation ug = xv{ + yvg est équivalente a

1 = x+2
-1 = —y

-1 = x

dont la solution est donnée par x = —1 et y = 1. Donc, vect(u1,u9) < vect(vi,ve). Réciproquement, pour prouver que vect(vy,vg) <
vect(u1,u9), il suffit de prouver que v et vg sont combinaison linéaire de u1 et ug. Léquation v1 = xu1 + yug est équivalente a

1 = x+y
0 = x-y
1 = 3x-y.

On résoud ce systéme en faisant L1+ Lo qui donne x = 1/2, on obtient ensuite y = 1/2 et on vérifie que cela fonctionne dans la
derniére équation. De méme, on peut prouver que vy est combinaison linéaire de u1 et us. ]

page:6/ 17



PCSI Espaces vectoriels

Exercice 6. Soit E un K ev et u,v € E. Montrer que
Vect(u,v) = Vect(u +v,u —v)

Solution : « Dune part u +v € Vect(u,v) et u —v € Vect(u, v) donc on a Iinclusion

Vect(u +v,u —v) < Vect(u,v)

1 1
e D’autre partonau = 5[(u+v)+(u—v)]€Vect(u+v,u—v) et v= 5[(u+v)—(u—v)]€Vect(u+v,u—v) donc

on a l'inclusion
Vect(u,v) < Vect(u +v,u —v)

O
Proposition 1.4. Soient E un K-e.v, (u1,us,...... ,up) une famille de E, x € E et (Aq,...,A,) € K. Alors
1.
n
Vect(uq,....,u,) = Veet(uq,....,u;_1,u; + Z Ajuj,is1, .., Un)
J=Lj#i
2.
x € Vect(ui,us,...... ,up) <= Vect(ui,ug,...... ,un)=Vect(ui,uo,...... ,Un,X)

Exemple 1.12. 1. Vect(X,2X +X2,X?) = Vect(X,X?)
2. Vect(1+2X + X2,X,X?%) = Vect(1,X,X?)

3. Dans C(R,R) soient f1:x— sin(x +1)
combinaison linéaire de f3 et fs, alors

, fo:x+—sin(x) , f3:x+~— cos(x). puisque f1 est
Vect(f1, f2, f3) = Vect(fs, f3)

2 Famille : Libre - génératrice - Base

2.1 Famille génératrice

Définition 2.1. Soit E un K-ev

1. Une famille (u1,uq,...... ,Uy) de E est dite génératrice de E si et seulement si
E=Vect(ug,ug,......,un)
n
ie:VxekE A, Ag,...... ,ﬂnEKthZZ/lkuk
k=1

2. Plus généralement, une famille (u;);c; de E est dite génératrice de E si et seulement si

|E =Vect(uer

i ieme position
—~~
Exemple 2.1. 1. (eq,...,ep) 0w e; =(0,...,0, 1 ,0,...,0) est une famille génératrice de K". En

n
effet : Si x = (x1,...,x,) € K" alors x = inei se qui assure l'inclusion K" c Vect(ey,...,e,) , lautre
. . . i:1
inclusion étant évidente donc

K" =Vect(eq,...,e,)
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2. La famille (1,X,...,X") est une famille génératrice de K,[X]. en effet tout élément P de K,[X] s’
écrit comme combinaison linéaire de (1,X,...,X") .

3. pour tout a € K fixé , La famille (1,X —a,...,(X —a)") est une famille génératrice de K,[X]. En effet
la formule de Taylor pour un polynéme assure que

P(k)(a)

o X -a)

n
VPeK,[X]; P=)
k=0

4. pour tout a € K fixé , La famille ((X —a)")nen) est une famille génératrice de K[X].

n—-1
Proposition 2.1. 1. Si(ui,u9,...... ,Uyp) est génératrice de E et u, = Z u; alors (u1,us9,...... ,Un—1)
i=1
est aussi génératrice de E.
2. Si(uy,ug,...... ,Uy,) est génératrice de E et u, =0 alors (u1,uq,...... ,Un_1) est aussi génératrice
de E
3. Toute sur-famille d’'une famille génératrice est génératrice .

Remarque 2.1. En d’autres termes
— Si on retranche d’une famille génératrice les vecteurs nuls et les vecteurs qui sont combinaison
linéaire des autres on obtient une famille génératrice.
— Si on ajoute a une famille génératrice une autre famille de vecteurs , on obtient une famille généra-
trice.

Exercice 7. Trouver un systéme générateur des sous-espaces vectoriels suivants de R? :
1. F= {(x,y,z)elR?’; x+2y—2z=0};
2. G={(x,y,2)eR3 x—y+z=0et 2x—y—z =0}.

Solution : 1. Ona

u=(x,y,2)EF < x=-2y+z < u=(-2y+2,y,2) < u=yuj+zug

avec ui =(-2,1,0) et ug =(1,0,1), on a donc F' = vect(u1,ug). Cette solution n’est (bien siir!) pas unique.

2. Ona
x—y+z = 0 x—y+z = 0
(x,y,2)EG — { %—y-z = 0 — { Y3z = 0
x=2z
— { y=3z
2=z
On a donc G = vect(u), avec u =(2,3,1).
O
2.2 Famille Libre
Définition 2.2. Soit E un K-ev et uq1,ug,...... ,un€k
1. On dit que la famille (u1,ug,...... ,up) est libre si et seulement si pour tout 11,19, ...... JAn €K
’/llu1+/l2u2+ ...... +/1nun:O:>/11:/12: ...... I)an
2. Une famille qui n’est pas libre est dite liée.
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Remarque 2.2. Pour montrer que la famille (11, uo,...... ,up) est libre :

— On considére une famille de scalaires 11,1g,...... A eK

— On suppose que Aiui+ Agug+...... +A,un,=0

— On montre que 11 =Ag=...... =A,=0
Remarque 2.3. La famille (u1,ug,...... ,Up) est liée si et seulement si il existe A1, A9,...... ,An € K non
tous nuls tels que Aju1+ doug +...... + Apu, = 0. Cette derniere relation s’appelle alors une relation de
liaison de la famille (©1,uo,...... ,Un) .
Exemples 2.1. 1. (1,7) est libre et génératrice dans C muni de sa structure de R-espace vectoriel. C’en

est donc une base

2. (sin,cos) sont libres dans C(R,R) puisque Vx € R, Asin(x)+ pcos(x) =0= 1 = u =0 en considérant

b4
x=0etx=—.
2

3. Pour a € K, la famille (1,X —a,(X —a)?,...,(X —a)") est libre alors dans K, [X]

4. ((1,1),(0,1),(0,1)) est génératrice de R? puisque V(x,y) € R?,(x,y) = x(1,0) + (0,1) + 0-(1,1). Par
contre, elle n’est pas libre puisque (1,1) =(0,1)+(0,1)

5. Soit a1 <+ <a, des réels et soit f; : x — |x —a;| pour i € [1,n]].
La famille (f1,...,») est libre dans C°(R)

n
En effet, soit 11,...1, € R, tels que Z Arfi =0 c’est - a - dire

k=1
n
VxeR, Y Aplx—apl =0 (1)
k=1
n—-1
Onaalors Vx>a,_1, Z Ap(x—ap)=—-A,lx—ayl
k=1

Mais le terme de gauche est dérivable en a, mais pas la fonction f;,,. Donc 1,, = 0.

On termine par récurrence.

Définition 2.3. Une famille infinie (u;);c; de E est libre si et seulement si toute sous famille finie (u;);er
est libre .
C.a. D : pour tout ¢ finie c I la famille finie (u;);cj est libre .

Exemple 2.2. La famille (X k )ren est libre dans K[X].

Exercice 8. Pour a €R, on pose f, :a— e**
1. Soient a1 <ag <...<a, des nombres réels . Montrer que (fg,,...,fs,) est libre dans C(R,R)
2. En déduire que la famille (f,).cr est libre dans C(R,R)

Solution : 1. Considérons une relation de liaison 11e%¥ +---+1,e%?*. On factorise par le terme dominant, c’est-a-dire e®».
On obtient
P (Ap + Ap—1e' %P 1790 4y 1101701 = 0, Yy ER.

On simplifie par e%*, qui ne s'annule jamais, et on fait tendre x vers +oo. Puisque e(%~%)% tend vers 0 pour j < p, le
membre de gauche converge vers 1, qui vaut donc 0. On répete le procédé en factorisant ensuite par e*»~* pour prouver que
Ap-1 =0, et on obtient successivement que Ap,A,_1,... et finalement 1 sont nuls (on peut aussi effectuer une récurrence).

2. On vient de montrer que toute sous famille finie de (fg)qer est libre donc elle est libre.

O

Proposition 2.2. Toute sous famille d'une famille libre est libre
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Remarques 2.1. 1. Une famille qui contient 0 est liée
2. Une famille qui contient un vecteur qui est combinaison linéaire des autres est liée
3. Une famille qui contient deux vecteurs identiques est liée

4. la famille (a) est libre si et seulement si a #0 .

5. (ui,u9,...... ,up) estlibre alors u; #0g Viet wu;#u; Vi#j
Proposition 2.3. Soit E un K-ev et (u1,ug,...... ,Up) une famille libre
1. xevect(ui,ue,...... ,Unp) = (ui,ug,...... ,Un,x) est liée.
2. x¢vect(uy,ug,...... Jun) = (u1,ug,...... ,Un,x) est libre.

3. Pour tout (11,...,A,) € K" et (u1,...,un) €K™ on a

n n
Y Ajui=) piu; o Yi=1l.,n Aj=p
i=1 i=1

Exercice 9. Pour tout n €N on pose, f,(x)=cos(nx)
1. Montrer que pour tout n € N la famille (f, ..., /) est libre (pourra procéder par récurrence )

2. En déduire que la famille (f,),cn est libre.

Solution : 1. On va démontrer par récurrence sur N pour N =0 (cos(0.x) = 1) n ’est pas la fonction nulle donc libre . Suppo-
sons le résultat vrai au rang N — 1, et prouvons-le au rang N en écrivant une relation de liaison :

Aofo+---+ANfN =0.

i.e Ag+Arcos(x)+--+Axycos(Nx)=0 VxeR.

On dérive deux fois et on trouve
Arcos(x)+--- +N2/1N cos(Nx)=0.

En retranchant N? fois la premiére équation a la deuxiéme, on trouve
~N%20+(1=N?)11 cos(x) + -+ (N =12 = N?)Ay_1 cos(N — 1x) = 0.

Par hypothése de récurrence, on a ( j2 -N?%)) ;=0 pour tout j =0,...,N — 1, soit finalement A; =0 . De retour a 'équation
initiale, on retrouve aussi Ay =0, ce qui prouve bien que la famille est libre.
2. Soit (n1,...,np) une famille finie d’entiers deux a deux distincts.

posons N =max(n1,...,np), alors la famille (fnl,...,fnp) est une sous famille de la famille (fy,...,/n)-
D’apres 1) la famille (fy, ..., ) est libre donc (f54, ..., fn p) est libre comme sous famille d'une famille libre.

Exercice 10. (Polyndémes échelonnés en degré :)
Soit (Pq,...,P,) une famille de polynémes de C[X] non nuls, a degrés échelonnés, c’est-a-dire

deg(P1) < deg(P2) < --- < deg(P,)
Montrer que (P1,...,P,) est une famille libre.

Solution : Considérons une relation A;Pj+---+ ApPp =0. Si A, #0, le membre de gauche de I'inégalité est un polynéme de
degré deg(la, Py ) # —oco. Ce ne peut pas étre le polynéme nul. Donc A, = 0. En itérant le raisonnement, on trouve successivement

Ap_i=--=2A1=0.

Remarque 2.4. A retenir :
1. Toute famille de polynomes non nuls échelonnés en degré est libre

2. Toute famille de polynémes non nuls dont les degrés sont deux a deux distincts est libre.
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2.3 Base d’ un espace vectoriel

Définition 2.4. Soit E un K- e.v.
On appelle base de E toute famille de E qui est libre et génératrice

(u1,ug,...... ,Unp) libre
(ui,u9,...... ,Up) génératrice

i ieme position
~ =
Exemples 2.2. 1. (eq,...,e,) ou e; =(0,...,0, 1 ,0,...,0) est une Base de K",on 'appelle base ca-
nonique de K”".

La famille (1,X,...,X") est une base de K,,[X], on I'appelle base canonique de K,[X].
pour tout a € K fixé , La famille (1,X —a,...,(X —a)") base de K,[X].
pour tout a € K fixé , La famille (X —a)")nen) est une base de K[X].

La famille (cos, sin) est une base de 1’e.v vect(cos, sin).

ou o

Théoréeme - Définition 2.1 (coordonnées dans une base). Soit E un K-ev et B = (u1,us,...... ,Up) Une
famille de E

B est une base de E si et seulement si

Vx e E;A(x1,%9,...... ,x) €KY x= Zxkuk
k=1
X1
On note [x]p = . ,on 'appelle les coordonnées de x dans la base B
Xn

Exemples 2.3. 1. Siu=(x1,...,x,) € K" et B la base canonique de K" alors
X1
[x]B =

Xn

2. Soit ag,aq,...,a, € K, deux a deux distincts. Pour i € [0,n]], Soit L; le i®™° polynéome de Lagrange
définie par :
~ X-ag)X-ai-)X-air1) X -ay) 4 X-a))

L; =
(ai—ao)--(a;—a;-1)ai-ai+1)--(@i—an) j_(a;—ay)
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Alors B =(Ly,...L,) est une base de K,[X] et pour tout P € K, [X].

P(agp)
[Plg =

P(('ln)

En effet :

n
e Soient A1,...A, €K, tels que Z A;L; =0.
i=0
n
OnaVxek, Z A;L;(x) = 0. Notamment pour x =a; (j € [1,n]]), il vient A; = 0 puisque L;(a;) =9; ;.

=0
La famille est donc libre

o D’apres un DL traité en classe on sait que pour tout P € K,[X]
n
P= Z P(ai)Li
i=0

D’ou le résultat.

3 Somme de sous-espaces vectoriels

3.1 Somme de deux s.e.v

3.1.1 définition et propriétés

Définition 3.1. Soient E1,E9 deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.
On appelle somme des espaces vectoriels E1,E9 'ensemble noté E; + E9 et défini par :

E1+Eg={x1+x2|(x1,x2) €E1 x Eg}

Remarque 3.1.
uekE{+Es < El(xl,xg)eEl XEQ; u=x1+x29

I’existence n’est pas forcement unique !

Proposition 3.1. Soient E1,E9 des sous-espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel E. Alors
(i) E1+E> est un sous-espace vectoriel de E.
(it) EicE{+EgsetEoscE{+E9
(iii) E1+E> est le plus petit sous espace vectoriel de E qui contient E; UE5. Ca.d :

E{+E9=Vect(E{UE5)

Preuve : (i) Montrons que E +E3g est un sous-espace vectoriel de E :

e Op=0g +0g €eE1+E>
—~—
€E1 €Ej

e Soient u,ve E1+E9 et AeK. Il existe (x1,x9) € E1 xEg et (y1,y9) € E1 x E9 tels que

{ u=x1+x9
vV=y1+Yy2
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par suite
u+Av=x1+x9+AMy1 +y9)=(x1+Ay1)+(xg+ Ayg)
—_———— — —

EE1 EEZ
doncu+AveE;+Eg et E1+EgestunsevdeE
(ii) SixeEjalorsx=x+0€E{+Es.
(i) Soit G un s.e.v de E qui contient E; UE9, alors

V(x1,x2)€E1 xE9; x1+x2€G

ceci assure que E1 + Eo c G par suite E1 + E9 est le plus petit sous espace vectoriel de E qui contient E{ UE9

Exemple 3.1. Soit (e1,29,e3) la base canonique de R? . Posons F = Vect(eq,e9) et G = Vect(eg,e3) alors
F+G=R®

en effet :
e F+G cR? est claire

e pour l'autre inclusion soit u = (x,y,2z) €R® on a

1 1
u=xe1+yes+zes =(xe1+§ye2)+(§ye2 +ze3)eF+G

eF eG

/. /

On remarque qu’ on a aussi
u=(xe1+yeg)+(zes)=(xeq)+(yeq +zes)
—_——— M~~~ ——
eF eG eF eG

ce qui montre que dans ce cas la décomposition de u en somme de deux vecteurs de F' x G n’est pas unique
dans ce cas.

3.1.2 Somme directe - sous espaces supplémentaires

Définition 3.2. On dit que Deux sous-espaces E1,E9, sont en somme directe, (ou encore que la somme

Eq1+E5 est directe) si
E1nE;={0g}

dans ce cas la somme E1 + E5 est notee E1 9 Eo

Remarque 3.2. E; 9 E9 n’ est autre que E1 +E9 et ® ne sert qu'a distinguer les sommes directes de celles
qui ne le sont pas .

Proposition 3.2 ( caractérisation d 'une somme directe ). Soit E un K—e.vet E1,E9 deuxs.evde E. Il y
équivalence entre

1. E; +E5 est une somme directe.
2. Pour tout u € E1 + E9 il existe un unique (x1,x2) € E1 x Eg t.q u = x1 + x9.

On dit que u se décompose de maniére unique en somme de d’un vecteur de E1 et d’'un vecteur de Eq
E1 X E2 X — E1 + Ez

est bijective
(x1,x2) — X1+ X2

3. Lapplication {

4. VxeE1,VyeEs [x+y=0 = x=y=0]
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Preuve : « 1= 2: Supposons la somme directe. Soit u € E1 + Eg s’écrivant de deux maniéres

U=x1+x2=y1+y2
ou (x1,x2) et (¥1,y9) sont éléments de E1 x E9.
Il vient alors
(x1—y1) = (x2 — y2).
Or (x1—y1)€E1 et (xg —y9)€ E1 donc
(x1-y1),(x2—y2) € E1nEg ={0}
il vient , x1 = y1 et , x2 = y2. D’ott 'unicité de la décomposition.

e 2= 3: Claire d’apres la caractérisation d'une application bijective par I'existence et I’ unicité de 1’ antécédent de tout élément
de 'ensemble d’ arrivé.

e 3=4:Notons ¥ l'application de 2.

x+y=0 o Y(x,y)=0=¥(0,0) < (x,y)=(0,0)
¥ inj

e 4=>1:SoitxeEinNnEgonax+(—x)=0etxeEqet —xekE9 doncx =0 par suite E1 NE9 = {0} et la somme E{ + E9 est une
somme directe.

O

Exemple 3.2. 1. Dans 'exemple 3.1 la somme de F' et G n’est pas directe puisque e € FNG

2. Dans R? soit F = {(x,y,2) € R3 | x+y+2z=0}et G=Vect((1,1,1)) alors la somme F + G est directe.
En effet : Soit u € FNG . De u € G on déduit que u = A(1,1,1) = (A,1,1) et de u € F on déduit que
3A=A+A+A1=0donc A =0 par suite u =0 et F NG ={0}.

Définition 3.3. Soit E un K— e.v et E1,E9 deux s.e.vde E. On dit que E1 et E2 supplémentaires dans E

si
E=E{9E,
Proposition 3.3.
_ E10E2={0}
E=E{9Ey < {E:E1+E2
E{nEy={0}
VYueE Ix,y) € E1xEg; u=x+y
& VYu €eE AlNx,y) e E1xEg; u=x+y

Exercice 11. Soit P € K[X] de degré n + 1. Notons PK[X] I'’ensemble des polynémes multiples de P.

PK[X]=1{A eKIX]| PIA}={PQ | Q €KIX]}

Montrer que
K[X]1=PK[X]oK,[X].

Solution : Ceci est une conséquence immédiate du théoréme de division euclidienne puisque :
VAeK[X],3Q,R)eK[X?|A=PQ+R et  degR <degP. 0

Exercice 12. Soit E = Z(R,R) I'espace vectoriel des fonctions de R dans R. On note F' le sous-espace
vectoriel des fonctions paires (ie f(—x) = f(x) pour tout x € R) et G le sous-espace vectoriel des fonctions
impaires (ie f(—x) = —f(x) pour tout x € R). Montrer que F et G sont supplémentaires.
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Solution : Remarquons d’abord que F NG = {0}. En effet, si f est élément de F NG, alors, pour tout x € R, on a a la fois
f(—x) = f(x) et f(—x) = —f(x), Aot f(x) = —f(x) ce qui entraine f(x)=0.

D’autre part, tout élément i de E se décompose sous la forme 2 = f + g, avec f dans F et g dans G. Pour cela, on utilise un
raisonnement par analyse-syntheése :

o Partie Analyse ( cette partie peut étre considéré comme une recherche "au brouillon")
Admettons que h =f + g avec f € F et g € G. Alors, pour tout x € R, on a A(x) = f(x) + g(x) et A(—x) = f(—x) + g(—x) = f(x) — g(x).
Des deux équations précédentes, on tire facilement que f(x) = (h(x) + h(—x))/2 et g(x) = (h(x) — h(-x))/2.

o Partie synthese

On pose f(x) = (h(x) + h(—x))/2 et g(x) = (h(x) — A(~x))/2. Alors on vérifie facilement que :

— h=f+g;

— f est paire : en effet f(—x) = (h(—x) + A(—(—x))) = (h(x) + h(-x)) = f(x);

— g est impaire (méme raisonnement).

Ainsi, on a bien F+G =E.

Remarquons que la partie ’analyse’ du raisonnement montre aussi 'unicité de la décomposition, et redémontre donc que la somme
est directe.

O

Exercice 13. Soit E I'espace vectoriel des fonctions de R dans R. Soit a € R. On désigne par F le sous-
espace des fonctions constantes et par G, le sous-espace des fonctions qui s’annulent en a. Montrer que F
et G, sont supplémentaires dans E.

Solution : Onremarque d’abord que FNGy = {0} (une fonction constante qui s’annule en un point est forcément identiquement
nulle). Ensuite, prenons % € E, on doit prouver que /& se décompose sous la forme 2 = g + C, ou C est une constante et g(a) =0.
Admettons que ce soit le cas. Alors, nécessairement, A(a) = C et g(x) = h(x) — C = h(x) — h(a). On pose donc C = f(a) et g(x) =
h(x)— h(a). Clairement, h = g + C et g(a) =0 ce qui prouve que g € G,. O

3.2 Somme de plusieurs s.e.v

3.2.1 définition et propriétés

Définition 3.4. Soient E1,Eo,...,E, des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.
On appelle somme des espaces vectoriels E1,Eq,...,E, 1’ ensemble

E1+E2+~~~+En:{x1+x2+~~~+xn|(x1,x2,...,xn)€E1 XE2><"'><En}

n
On le note également Z E;.
k=1

Proposition 3.4. Soient E1,E>,...,E, des sous-espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel E. Alors
n

. E; est un sous-espace vectoriel de E.
k=1

n n
. Z E; est le plus petit sous espace vectoriel de E qui contient | J E;. Ainsi
k=1 i=1

n n
ZEi =VeCt(UEi)
i=1 i=1

Attention 3.1. On rappelle que I'union d’espaces vectoriels n’est pas a priori un espace vectoriel .
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Proposition 3.5 (associativité et commutativité). Soient E1,E9,...,E, des sous-espaces vectoriels d’'un
K-espaces vectoriel E.Onapour 1<p<n:
P n
Y Ei=) E;+ ) E; (associativité)
i=1 i=1 i=p+1
et
n n P
ZEi = Z E;+ ZEi (Commutativité)
i=1 i=p+1 i=1

Exemples 3.1. 1. R? =Vect(1,0,0) + Vect(0, 1,0) + Vect(0,0, 1)

En effet V(x,y,2z) € IR?’, (x,y,2)= x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1)
N—— —— N——
€Vect(1,0,0) €eVect(0,1,00 €Vect(0,0,1)

2. R? =Vect(1,0) + Vect(0,1) + Vect(1,1)

En effet V(x,y) € IRZ, (x,y)= x(1,0) + y(0,1) + 0(1,1)

~—— ~——

—
eVect(1,0) €Vect(0,1) €Vect(1,1)
Remarquons qu’on a aussi la décomposition (x,y) =— y(1,0) — x(0,1) +(x+y)(1,1)
—— —_—— —

e€Vect(1,0) €Vect(0,1) eVect(1,1)

3.2.2 Somme directe de plusiers sous espaces vectoriels

Définition 3.5. On dit que les sous-espaces E1,E9,...,E, sont en somme directe, (ou encore que la somme

P
ZEi est directe) si pour tout (x1,x2,...,x,)€E1 xEox---x E,
i=1

X1+x2+...+x,=0=>x1=x9=...=x, =0

la somme est alors notée

n
Y E;=Ei19Eye---0E,=E;
i=1 =1

p p

Proposition 3.6. La somme Z E; est directe si et seulement si tout vecteur x de Z E; se décompose de
i=1 i=1

maniére unique comme somme d’éléments de E1,E9,...,E, c’est - a - dire

p

Vxe ) E;,A(x1,x9,....x,)EE1xEgx---xE,, x=x1+x9+...+x,.

i=1

p
Preuve : Supposons la somme directe. Soit x € Z E; s’écrivant de deux manieéres
i=1

X=x1+x9+...+xp=y1+y2+...+yn

ou (x1,x9,...,%,) et (y1,¥2,...,yn) sont éléments de E{ x Eg x--- x E,.
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Il vient alors
(x1-y1)+ @2 —y2) =+ —(xp —yn)=0.
Or Vie[1,nll, x; —y; € E; puisque les E; sont des espaces vectoriels .
Par hypothese il vient Vi € [1,n], x; —y; = 0. D’ot1 I'unicité de la décomposition.
Réciproquement Soit (x1,x9,...,xp) € E1 xEgx---xE, tel que x1+x2+...+x, =0=0+0+...+0.Comme Vi € [[1,n], 0€ E;,
I'unicité de la décomposition donne alors x1 =x9=...=x, =0

O

p
Remarque 3.3. Z E; est directe si et seulement si 'application
i=1

n
@: E]_XE2X"‘XEn — ZEl
i=1

(x1,%2,...,%) — X1tXxXo+-t+x,

est bijective.

Exemples 3.2. 1la somme Vect(1,0) + Vect(0,1) + Vect(1,1) n’est pas directe puisqu’'on a pas unicité de la
décomposition
V(x,y) eR2 (x,y)= x(1,0) + y(0,1) + 0(1,1) =— y(1,0) — x(0,1) +(x+y)1,1)

—— — —— —— —_—— —

e€Vect(1,0) €Vect(0,1) €Vect(1,1) €eVect(1,0) €Vect(0,1) eVect(1,1)

n
Exercice 14. Montrer que = (eq,eq,...,e,) est une base de E si et seulement si E = @Vect(ei).
i=1

Solution : p est une base de E, si et seulement si tout vecteur x de E se décompose de maniére unique sous la forme

n
x= Aie;i .
eVect(e;)

n .
Par exemple, K,[X1= @D Vect (X‘) ou R3 = Vect(1,0,0) ® Vect(0, 1,0) & Vect(0,0, 1).
=0

p
Proposition 3.7. Sila somme Z E; est directe alors pour tout i # j
i=1

EiﬂEj:{O}

Attention 3.2. La réciproque est fausse pour p = 3 mais elle est vraie pour p =2

Exemple 3.3. Considérons I'exemple R2 = Vect(1,0) + Vect(0, 1) + Vect(1,1). La somme n’est pas directe mais

Vect(1,0) N Vect(0,1) = Vect(1,0) n Vect(1, 1) = Vect(0,1) n Vect(1,1) = {0}
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Plan 2 Sous-espaces vectoriels en dimension
finie 6

1 Espace vectoriel de dimension finie- 2.1 Dimension d’ un sous espace vectoriel 6

Dimension 1
22 S des.e.vet di ion fini 7
1.1 Notion de la dimension finie . . . .. 1 omedes.eveten dunension fune
1.2 Dimension d'un espace de dimen- 23 .Somr?ae (.ie plusieurs  en
. . dimension finie . ........... 10
sionfinie . .. .............. 3
1.3 Dimension d’'un produit d’espaces
de dimension finie .......... 6 3 Rang d’une famille de vecteurs 11

k ok 3k %k ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok 3k

Dans tout ce chapitre :

o K désigne R ou C.

e E un K—espace vectoriel

e On aura besoin de quelques résultats élémentaires sur les ensembles finis

1. Un ensemble X est fini §’il est vide ou contient un nombre fini d’éléments qu ’on appelle cardinale
de X et qu'on note Card(X). Par convention Card(g) = 0.

2. SiXestfinietY c X alorsY est fini et Card(Y) < Card(X).
3. SiXestfinietY cX tqet Card(Y)=Card(X) alors X =Y.
4. Si X et Y sont finis alors X UY est finie et on a

Card(XuY)=Card(X)+Card(Y)-Card(X nY)

5. Si A une partie non vide de N alors :

A est finie < A majorée .
< A admet un plus grand élément.

1 Espace vectoriel de dimension finie- Dimension

1.1 Notion de la dimension finie

Définition 1.1. On dit que E est de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie. Sinon on dit
qu’ il est de dimension infinie.

Remarque 1.1. E est de dimension finie si et seulement si il existe une famille finie 4 = (u1,....,u,) de
E telle que

n
VxeE, IA1,.., 4 €K  x=) Apup
k=1

Exemples 1.1. — K" est de dimension finie puisque sa base canonique est finie .
— Ku[X]est de dimension finie puis que sa (1,X,...,X") est finie .
— C est un R—espace vectoriel de dimension finie puis qu’il admet (1,7) comme base.
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Théoréme 1.1. Soit E un K— espace vectoriel de dimension finie et ¢ une famille génératrice finie de
E. Si £ est une famille libre telle que £ < ¥ alors il existe 98 base de E telle que

L cBcY

Preuve : Remarquons d’abord que toute partie liber L contenue dans ¥ est fini et vérifie Card(L) < Card(¥)
Posons
A ={Card(L) | L libre et L c%}.

Alors A est une partie non vide de N (car contient Card(#)) et majorée par Card(¥)), donc A admet un plus grand éléments .
Soit maintenant 2 une partie libre telle que 8 c ¢4 et Card(%) = max(A), on va montrer dans la suite que & est une base de E :
o 2B est déja libre.

e Pour montrer que % est génératrice on vas montrer par I'absurde que ¥4 < Vect(%). En effet si ¢4 n’est pas contenue dans
Vect(2A8) alors il existe g € ¢4 tel que g ¢ Vect(A) or

géVect(B) < RBuigl estlibre

Ainsi 2 U {g} est une parie libre contenue dans ¢ et de cardinal Card(Z)+ 1 ce qui contredit le fait que Card(98) = max(A). En
conclusion on a ¢ c Vect(£) par suite E = Vect(¥4) c Vect(2) ce qui assure que % est génératrice de E et termine la démonstration.
O

Remarque 1.2. Le théoréme précédent donne, comme conséquences , deux théorémes hyper-importants
a savoir le théoreme de la base incomplete et le théoreme de la base extraite suivants :

Théoreme 1.2 (Théoreme de la base incomplete). Soit E un [K— espace vectoriel de dimension finie .

Toute famille libre de E peut étre complétée en une base de E

En d’autres termes : si (u1,...,u,) est une famille libre de E il existe des vecteurs v1,...,v, dans E tels
que la famille (u1,...,up,v1,...,04) soit base de E

Preuve : Soit ¢4 une famille génératrice finie de E et £ est une famille libre . La famille ¢’ = 9 U £ est encore une famille
génératrice finie de E qui contient £ donc d’apres le théoréme 1.2 précédent, E admet une base finie 248 telle que £ < 4. ]

Théoreme 1.3 (Théoreme de la base extraite ). Soit £ un K— espace vectoriel de dimension finie .

De toute famille génératrice de E on peut extraire une base de E

En d’autres termes : si (u1,...,u)) est une famille génératrice de E il existe des vecteurs J < [[1,p]] tel
que la famille (z;);c soit base de E

Preuve : Soit ¢ une famille génératrice finie de E et u un vecteur non nul de ¢4 donc £ = (u)est une famille libre contenue
dans ¢, donc d’apres le théoréme 1.2 précédent, E admet une base finie 2 telle que £ c B c 4.

N.B: Si¥ ={0}alors E ={0} on prend par convention ¢ comme base de E. O

Proposition 1.1 (Existence d’'une base). Tout espace vectoriel de dimension finie non nul admet une
base finie

Preuve : 11 suffit de compléter un vecteur non nul en une base finie par le théoreme de la base incompléte O

Théoreme 1.4. Si 4 = (uq,...,u,) est une famille génératrice a n éléments de E, alors toute famille de
n+ 1 éléments de E est liée.
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Preuve : Par récurrence sur n
e Sin=1etx,ye Vect(uy)alors x=aui et y = Auq par suite Ax —ay =0 et (x, y) liée.
e Supposons le résultat vrai a 'ordre n — 1
e Supposons E = Vect(u1,...,un) et considérons & = (v1,...,Up,Vp+1) une famille a n + 1 éléments dans E, on va montrer dans la
suite de & est liée.
Puisque E = Vect(u1,...,un) on peut écrire chaque V;, j=1,..,n+1 sous la forme v; =a;+Ajun o aj € Vect(uy,...,up-1) et
ﬂjEﬂﬁ
— SiVvj=1,.,n+1; A; =0 alors & est une famille famille a n + 1 éléments dans Vect(uq,...,u,—1) donc liée d’apres
I’hypothese de récurrence.
— Siles 1; ne sont pas tous nuls, on suppose pour simplifier que 1,11 #0. De v,11 =ap+1+ Ap4+1un on tire

un=7—Wnp+1-an+1)
An+1

En remplacent u, par cette derniére expression dans vj=a;+Ajup pour j=1,..,nona:

A4
. J
Vj=1,.,n vi=a;+——@ -a )
J J J Anat n+l n+l
ce qui donne
. Aj Aj
Vi=1,.,n vj———Up41=0a;— ——ap+1 € Vect(uy,....,up-1)
An+1 An+1

Ainsi la famille (v; - N J
n

Un+1)j=1,...,n est est une famille famille & n éléments dans Vect(u1,...,u,—1) donc liée d’apres

lhypothese de récurrence, par suite il existe a1,...a, € K non tous nuls tq

n oa:A;

n n
J]
2 @jvj= =)= ) @jvj= ) —vps1=0
j=1 j=1 j=1"n+1

ce qui montre que & = (v1,...,Un,Up+1) est liée et termine la démonstration.

Aj
An+1

Corollaire 1.1. Si ¥4 = (u1,...,u,) est une famille génératrice a n éléments de E. Alors toute famille libre
de E est de cardinale <n

1.2 Dimension d’un espace de dimension finie

Théoreme - Définition 1.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie . Alors
e Toutes les bases de E ont méme nombre d’éléments.

¢ Le nombre d’éléments commun a toutes les bases de E s’appelle la dimension de E et noté dimy(E) ou
tout simplement dim(E)

e Si E ={0g}, on pose par convention dim(E) =0

Preuve : Soient B,B’ deux bases de E

Du fait que B libre et B’ génératrice on déduit par 1.4 et son corollaire que Card(B) < Card(B'), Par symétrie on a Card(B)) <
Card(B) donc Card(B) = Card(B’) O

Remarque 1.3. La dimension d’un espace vectoriel est tout simplement le cardinale d’'une base (n’importe
laquelle)

Exemples 1.2. 1. ’ dimK"=n ‘ puisque sa base canonique contient n éléments.

2. ’ dimK,[X]=n+1 ‘ puisque sa base canonique contient n + 1 éléments.

3.| dimcC=1 |

4. ’ dimrC =2 ‘puisque (1,7) est base de C en tant de R—espace vectoriel .

Notation 1.1. Lécriture veut dire que E est de dimension finie dans la cas contraire on

éerit
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Proposition 1.2. Si dimE =n € alors
1. Toute famille libre est de cardinal <n
2. Toute famille génératrice est de cardinal = n

3. Toute base est de cardinal n

Remarques 1.1. — Une base est la famille libre qui contient le plus grand nombre déléments et la
famille génératrice qui contient le plus petit nombre déléments , on dit qu’ une base est libre
maximale et génératrice minimale.

— Si E contient une famille libre infinie alors E est de dimension infinie.

Exemples 1.3. K[X], K(X), K! , KN , C'(I,K), C*(,K) sont des espace vectoriel de dimension
+00.

Exercice 1. Determiner une base et la dimension de F dans les cas suivants :
1. F={(a,b,c,d)eRY; b-2c+d =0}

2. F={a,b,c,d)eR*; a=d et b =2c}.

3. F={(un)eRY; /VReEN; upi1=3u,)

4. F={u,)eRY; /VneN; unio=38uns1—unl

Solution : 1. Il faut d’abord en trouver un systéme générateur. On a
u=(@,b,cd)e —b-2c+d=0 < u=(a,2c—d,c,d)=a(1,0,0,0)+¢c(0,2,1,0)+d(0,~1,0,1)

La famille constituée par les vecteurs (1,0,0,0), (0,2,1,0) et (0,—1,0,1) est donc une famille génératrice de F. On
vérifie aisément qu’elle est libre. C’est donc une base de F' par suite dim F = 3.

2. u=(a,b,c,d)eF < a=detb=2c < u=(a,2c,c,a)=0a(1,0,0,1)+¢c(0,2,1,0)
La famille constituée par les vecteurs (1,0,0,1) et (0,2,1,0) est une famille génératrice de F. Comme ces deux vec-
teurs ne sont pas colinéaires, la famille est libre, et donc il s’agit d'une base de F par suite dimF =2 .

3. Remarquer que dans ce cas les élément de F' sont les suites géométrique de raison 3 donc

u=(up)eF < VYneN;/upi1=3u, < VneN; up=up3" < u=u(.(3")

donc F = Vect(w) ot1 w = (3") et comme w n’est pas la suite nulle, elle constitue une famille libre donc base de F par
suite dimF =1

4. Remarquer que dans ce cas les élément de F sont les suites récurrentes linéaire d’ordre 2 tell que
VneN; upi9=3uyi1 —2up
d’équation caractéristique 22-3242=0 qui a pour solutions 1 et 2 donc
u=(up)€eF < Ja,eR;VneN;u, =a+p2"

donc F = Vect(u,w) ot1 w = (2") et u = (1) est 1a suite constante par 1, et comme (u,w) est libre elle constitue une base
de F par suite dimF =2

O

Théoreme 1.5. Soit £ une K—espace vectoriel de dimension finie tel que et soit
& =(uq,..,uy,) une faille de E tell que ’ Card(#)=dimE =n ‘ alors

Z libre © & génératrice < & Base

@) (i) (iii)

Preuve : (i)= (ii): Supposons & libre, si & n’est pas génératrice alors il existe x € E tel que x ¢ Vect(F) par suite
Z U {x} est une famille libre a n + 1 éléments , ceci étant impossible puisque dimE = n donc toute famille & n + 1
éléments est liée , d’ou & est génératrice.
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(ii) = (iii) : Supposons & est génératrice , si & n’est pas libre alors I'un des u; est combinaison linéaire des autres ,
supposons pour simplifier que ce vecteur est u, donc (u1,...,u,—1) est génératrice a n — 1 éléments , absurde donc F
libre donc base de E

(iii)= (i) : Evident : Toute base est par définition libre.

]

Remarque 1.4. lorsque ‘ Card(¥) =dimE = n, | pour montrer que % est une base de E, il suffit de
montrer que qu ’il est libre ou génératrice

Exemple 1.1. Soit ag,a1,...,a, € K, deux a deux distincts. Pour i € [[0,n]], on note L; le i*™® poly-
nome de Lagrange

_ X-ag)X-a;-1)X-aj1)X-a, & X-a))

(@i —ag)(@;—a; 1)@ —ais1)(@i—an) j=0(ai—aj)
J#i

L;

Alors (Lg,...L,) est une base de K,,[X].
n

En effet : soient 11,...1, €K, tels que Z A;L; =0.
=0

n
doncVxeK, Z AiL;(x) = 0. Notamment pour x = a; (j €[[1,n]), on a 1; =0 puisque L;(a;) =6; ;.

1=0

La famille est donc libre et comme Card{Lg,...,L,} =n+1=dimK,[X], on en déduit le résultat.

Exercice 2. On considére dans R? les vecteurs
v1=(1,-1,1), v =(2,-2,2), v3=(2,-1,2).

1. Peut-on trouver un vecteur w tel que (v1,v9,w) soit base de R3? Si oui, construisez-en un.

2. Méme question en remplagant ve par vs.

Solution : 1. On avg =2v;. La famille (v1,vg) est donc liée. Quel que soit le vecteur w, la famille (v1,vg,w) restera
liée, puisqu’on aura toujours 2v1 —vg + 0w = 0, combinaison linéaire dont qui n’a pas tous ses coefficients nuls.
2. A contrario, la famille (v1,v3) est libre. Pour w = (1,0,0), il est facile de voir que la famille (v{,vg,w) est libre. En
effet, si avy + bvg +cvg=0,0n a

a+2b+c = 0 a+2b+c = 0
a-b = 0 <= a-b = 0
a+2b = 0 3b = 0

d’ot1 on tire @ = b = ¢ = 0 et la famille est libre a trois éléments done base de R®. Le guide pour étre sir que 1'on peut
réaliser cela est le théoréme de la base incompléte, qui nous dit qu’on peut compléter la famille libre & deux vecteurs
(v1,v3) pour en faire une base (a trois vecteurs) de R3. De plus, on peut choisir le vecteur qui compléte dans n’importe

quel systéeme générateur de R3. Le plus naturel est bien entendu la base canonique.
O

Exercice 3. Les systémes suivants forment-ils des bases de R> ?
S1={(1,-1,0),(2,-1,2)};

So=1{(1,-1,0),(2,-1,2),(1,0,a)} avec a réel (on discutera suivant la valeur de a);
S3=1{(1,0,0),(a,b,0),(c,d,e)} avec a,b,c,d,e réels (on discutera suivant leur valeur);
S4=1(1,1,3),(3,4,5),(-2,5,7),(8,-1,9)}.

Solution : S est une famille 4 deux éléments dans un espace de dimension 3. Ce n’est pas une base de R3. De méme,
S4 qui comporte quatre éléments ne peut pas étre une base de R3. Pour S 9 et Sg, il suffit de savoir si ce sont des familles
libres ou non. Résolvons d’abord ’équation

A1 +212+13 = 0
11(1,-1,0)+ 12(2,-1,2) + 13(1,0,a) =0 — -A1-A2 = 0
219 +alg = 0.
Ce systéme est successivement équivalent a
A1+219+13 = 0 A +219+23 = O
Ao+ = 0(L2)+(L1)—(L2) — Ao+A3 = 0
209 +aAs = 0 (@a-2)A3 = 0
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Si a # 2, on obtient A3 = 0 et en remontant les calculs A1 = A9 = 0. La famille est donc libre. Si a = 2, alors le choix
A3 =1,12 = -1 et A1 =1 donne une solution au systeme. La famille n’est alors pas libre. On conclut que S9 est une base
si et seulement si a # 2.

Etudions maintenant S3, en résolvant ’équation

11(1,0,0) + Ao(a, b,0) + A3(c,d,e) = 0

qui est équivalente au systéme

A +alg+cly = 0
blg+dAg = 0
elg = 0.

Si e # 0, on obtient A3 = 0. Si de plus b # 0, on obtient A9 = 0 puis A1 =0 : la famille est libre. D’autre part, si b =0, le
deuxiéme vecteur est proportionnel au premier et la famille est liée. Enfin, si e = 0, toute combinaison linéaire des trois
vecteurs est telle que la troisieme coordonnée est nulle : la famille n’est pas génératrice. Ainsi, (S3) est une base si et
seulement sie #0 et b #0.

O

1.3 Dimension d’un produit d’espaces de dimension finie
Soient E1,...,E, des espace vectoriels sur K . On pose
n
E=[]Ei={(x1,....xs)/Vie[l,nllx; €E;}.
i=1
pour u =(x1,...,x,)€EE, v=(y1,...,y,) €E et A €K on définit u +v et Av par :

u+v=@1+y1,-..,%n + yn)
Av=(Ay1,...,Ayp)to

n
Théoreme 1.6. E = 1_[ E; est un espace vectoriels sur K
i=1
Si de plus chaque E; est de dimension finie alors E est aussi de dimension finie et on :a

n
dimE = ) dimE;
i=1

Remarque 1.5. Si(e,...,e,) est une base de E1 et (f1,...,f,) est une base de E alors
((e150)7~"7(en)0)5(07f1)7"'7(O7fp))

est une base E x E9
n

Remarque 1.6. Lorsque E; = ... = E,, = E alors 'espace vectoriel HE ; est noté E". Si E est de
i=1

dimension finie alors dimE” = ndimE.

En particulier si E = K on retrouve, dimK" = n.

2 Sous-espaces vectoriels en dimension finie

2.1 Dimension d’ un sous espace vectoriel

Théoreme 2.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie . Soient F' sous espace vectoriel de
E. Alors

1. F est dimension finie .
2. dimF <dimkE.
3. dimF=dimE < F=E
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Preuve : 1. Si F ={0} alors F est dimension finie . Si non toute famille libre de F est libre dans E donc elle est
finie et de cardinal < dimE. Soit & une faille libre de E de cardinal maximal, si & n’est pas génératrice de F' alors
Jdx € F\ Vect(Z) par suite & U{x} est encore libre dans F' ce qui contredit la maximalité de %. Ainsi & est génératrice
donc base de F et comme & est finie F' est de dimension finie

2. Une base de & de F est une famille libre de E donc dimF = Card(%) <dimE.

3. Soit une base de & de F. Si dimF =dimE alors & est libre dans E et Card(&#)=dimE donc base de E aussi. par
suite E=F.
La réciproque est évidente.

Corollaire 2.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie . Soient F',G deux sous espaces
vectoriels de E

1. FcG=>dimF <dimG.
2. Si F c@G alors [ dimF =dimG < F=G 1.

Exercice 4. Soient F,G les sous-espaces vectoriels de R? suivants :
F={(x,y,z,t)€[R4 |x+y+z=0et2x+y+2z—-t=0},
G = VeCt{(1’ _2’ 1y 1)7 (1’ 2, _3’ 1)7(57 _37 _2, 5)} c R4-

1. Calculer la dimension de F'.

2. Montrer que G c F et conclure que G = F.

Solution : 1. On va déterminer une base de F. Pour cela, on écrit que

x+ytz = 0
F
(x,5,2,0) € - {2x+y+z—t = 0
— x+y+z = 0
x—t = 0
x = x
= yo© e
z = z
t =

On en déduit qu'une base de F est donnée par les vecteurs u1 =(1,-1,0,1) et ug =(0,-1,1,0).

2. On commence par vérifier que les vecteurs qui engendrent G, a savoir (1,-2,1,1),(1,2,-3,1) et (5,-3,-2,5) sont

éléments de F, ce qui est tres facile en utilisant 'équation de F. Ceci prouve alors que G < F. Pour prouver que

G =F, il suffit de prouver que dimF' = dimG. Mais F' a pour dimension 2, et G est de dimension supérieure ou égale

a 2 car les deux vecteurs (1,-2,1,1) et (1,2,—3,1) ne sont pas colinéaires. Comme G c F, on sait que la dimension de

G est inférieure ou égale a la dimension de F'. On trouve finalement que dimF = dimG = 2, et puisque G c F, ceci
entraine F =G.

O

2.2 Somme de s.e.v et en dimension finie

Proposition 2.1. Soit (f1,...,fp,&1,...,8¢) une famille libre de E Posons F = Vect(fy,...,fp) et
F =Vect(g1,...,84) Alors FnG={0}|

ie: Lasomme F + G est directe.

p n p q
Preuve : Soitxe FNG donc aq,...an €K;x= Z a;fi= Z A;g; , ceci implique que Z a;fi— Z A;g; =0 et puisque

=1 i=p+1 i=1 i=1
—_— —
xeF xeG

(f1,--fp,81,--,8¢) est libre , on déduit que a; =0 pour tout i € [1, p]l par suite x =0 et F nG ={0}.
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Proposition 2.2. Soient E un [K-espace vectoriel de dimension finie, F et G deux

sous-espace vectoriel de E tels que| FnNnG={0}|

Si (f1,...,fp) est une base de F et (g1,...,84) est une base de G alors

’(fl,...,fp,gl,...,gq) est une base de F & G.

Preuve : Posons B=(f1,....fp,&1,-8q)
e Blibre: Soient ay,...ap,11,...Aq €K tels que

P q
Y oaifi+) A;gi=0
i=1 i=1

donc
p n
Yoaifi=— Y, Aig;
i=1 i=p+1
—_— —-
xeF xeG

P n
par suite les vecteurs Z a;f; et Z A;g; sont dans F NG = {0} donc sont tout les deux nuls et comme (f7,...,fp) et
i=1 i=p+1
(g1,..-,8¢) sont libres on déduit que a1 =...=ap =11 =..=14=0.
e B génératrice: Soit u =x+y€eF +G avec x € F et y € G puisque (f1,...,fp) est une base de F et (g1,...,84) est une
P q
base de G il existe ay,...ap,A1,...Aq €K tels que x = Z a;fiety= Z A;8;. Par conséquence :
=1 =1

p q
u= Z aifi + Z Aigi € Vect(B)
i=1 i=1

Proposition 2.3. En dimension finie, tout sous-espace vectoriel de F', admet un supplémentaire.

Preuve : SiF =E, il suffit de poser G = {0}, et inversement G = E si F ={0}.

Sinon, soit (e1,...ep) une base de F. C’est notamment une famille libre de E. D’aprés le théoréme de la base incompleéte,
il existe n — p vecteurs notés (ey+1,...e,) tels que (e1,...e,) soit une base de E.

Posons G = Vect(ep11,...en). Montrons que G est un supplémentaire de F

e dapres 2.1 FnG ={0}

e Soit x € E , puisque (e1,...en) est une base de E, il existe a1,...a, € K tels que

n p n
x=Zaiei=Zaiei+ Z aje; e F+G
i=1 i

=1 i=p+1
—_— —
xeF xeG

Proposition 2.4. Soient E un [K-espace vectoriel de dimension finie, F et G deux
sous-espace vectoriel de E .

1. SiFnG =0 alors
dimFeG=dimF +dimG

2. Si G est un supplémentairement de F' dans E alors

Notation

dimG = dimE —dimF = codimF
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Théoreme 2.2 (Formule de Grassmann ). Soient E un K—espace vectoriel de dimension finie, F' et
G deux sous-espace vectoriel de E alors :

dimF +G =dimF +dimG —-dimF nG

Preuve: « SiFNnG={0}alors dimF +G =dimF +dimG d’apres 2.4.

e Si FNnG #{0} considérons H un supplémentairement de F NG dans F : F = F NG & H et montrons que F+G =H &G.

— Soitxe HNG alorsxe Hc F et x€ G donc x € HNF NG ={0} par suite x =0 et HNG = {0}

— SoitueF+Gdoncu=f+gavecfeFetgeGonaF=FnGe&Hdoncf=h+g avec he H et g’ € FNG par suite
u=$+(g+g’)D’oﬁF+G=H®G.

——r
eH eG

D’aprés 2.4 on a
dimF +G =dimH +dimG = (dimF —dimF NnG)+dimG

Remarque 2.1. Une base de F' + G peut construite de la facon suivante .
— On prend une base de base By =(e1,...,e;) de FNG
— On la compléte en une base By =(eq,...,e,, f1,...,fp)de F
— On compléte By en une base By =(eq,...,e,,81,....84)de G
et on obtient :
B=(e1,....er,f1,..,fp,81,.--.8¢) est une base de de F + G

Proposition 2.5. Soient E de dimension finie et F,G deux sous-espaces vectoriels de E.

N o FnG={0} ey F+G=E
W:E=FeG = (”)'{ dimE = &imF +dimG (‘”)'{ dimE = dimF + dim G

Exemples 2.1. 1. F =Vect((1,0,0)) et G = Vect((0,-1,1), (0,1,1)). On vérifie que la famille ((1,0,0),(0,-1,1), (O
est libre donc F NG = {0} et dimF +dimG = 3. D'ou F & G = R>.

2. K4[X1=Vect(1+X,X3) @ Vect(1+ X2 X*-X,1).
En effet, 1a relation

MA+X)+25X2 + 231+ X2) + (X2 -X)+ 25 =0

entraine 1; = A2 = 13 = 14 = A5 = 0 (en regardant les termes dominants.) La somme est donc
directe.

De plus dimK4[X] = dim Vect(1 + X, X3) + dim Vect(1 + X2, X* - X, 1)

Exercice 5. Soient F,G les sous-espaces vectoriels de R suivants :
F={(x,y,z,t)€|R€4 |x+y+z=0et2x+y+2z—-t=0},
G = vect{(1,0,0,0),(0,0,0,1),} c R*.

1. Calculer la dimension de F'.
2. Montrer que G un supplémentaire de F'.
Solution : 1. comme précédemment, on montre qu'une base de F est donnée par les vecteurs uq = (1,-1,0,1) et

ug =(0,-1,1,0) donc dimF = 2.

2. 1l est claire que dimF + dim G =4 = dim R* il suffit de montrer que FFnG ={0}. Soit u € F NG le fait que u € G montre
que u = (a,0,0,b) avec a,b € R en remplacant dans les équations de F on obtient a =0 et b = 0 ce qui assure que
FnG={0}.

O
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2.3 Somme de plusieurs en dimension finie

q
Théoreme 2.3. Soit E de dimension finie admettant une décomposition E = EBE i
i=1
Si pour tout i de [1,q]l, B; désigne une base de E;, alors la réunion f des ; est une base de E.

q
Elle est dite base adaptée a la décomposition E = @E i
i=1

Preuve : En remarquant, par associativité, que

qg-1
E= -Ei: eBl§i®Eh
=1

LD

l
on a, par une simple récurrence :

q q
dimE =) dimE; =) Cardf; =Cardf
i=1 i=1
Ici Les B; sont deux a deux disjointes puisque Vi # j; Vect(S;) N Vect(f;) = {0}.
IIs suffit alors de montrer que B est génératrice.
Or, pour x € E, il existe (x1,x2,...,4p) E E1 xEgx---xE, tel que x =x1+x2+--+,x,. De plus Vi € [1,n]l, x; € E; = Vect(B;),
d’ou1 par sommation x € Vect(f). O

D¢éfinition 2.1. Soit E de dimension finie et F un de E. On dit qu'une base de E est adaptée a F si
ses premiers éléments forment une base de F

Proposition 2.6. Si les sous-espaces vectoriels Eq,...,E, sont de dimensions finies alors la somme

p
Z E; est de dimension finie et on a
i=1

n n
dim(ZEi)SZdimEi @))
i=1 i=1
avec égalité si et seulement si la somme est directe ; ¢ ’est - a - dire
n n
dimE; & la somme Z E; est directe 2)
i=1 i=1

dim(iéEi) =

Remarque 2.2. 1. Sila somme n’est pas directe, dim(
1 =

n n

Ei|<) dimE;.
=1 i=1
2. On rappelle a ce propos la formule de Grassmann

dim(F +G)=dimF +dimG —-dimF nG

Corollaire 2.2. Soient E de dimension finie et E1,E5,...,E, des sous-espaces vectoriels .

n n
n dimFE = Z dimE; dimFE = Z dimE;
E=PE, = n =1 — =1
i=1 ZEi est directe E= ZEi
i=1 i=1
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3 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 3.1. On appelle rang de n vecteurs (eq,e9,...,e,) I'entier positif défini par

rg(ey,es,...,e,) =dimVect(eq,eo,...,e,)

Proposition 3.1. Soit (ey,eq,...,e,) des vecteurs de E

=

rgley,es,...,eq) <dimE.

\V]

. rgley,esg,...,eq)<q
3. rgley,es,...,eq) = q si et seulement si (eq,eg,...,eq) est libre.
Notamment, rg(eq,es,...,eq) < g si et seulement si la famille est liée.
4. rg(eq,es,...,eq) =dimkE si et seulement si (eq,ez,...,e,) est génératrice de £

qg-1
5. Si e4 est nul ou combinaison linéaire des autres : e, = Z A;e; alors
i=1

rg(el,e2,...,eq)=rg(el,92,...,eq_1)
qg-1
6. rgler,e,...,eq) =rgleq,eg,...,eq-1,64 + Z Aie;) A; €K
i=1
7. VaeK"; rgley,eq,...,eq) =rglaey,es,...,eq)

Preuve : 1. Vect(eq,eg,...,eq) E donc dimVect(ey,eg,...,eq) < dimE
2. (el,ez,...,eq) est génératrice deVect[el,ez,...,eq) donc Card(el,eg,...,eq)zdim(el,e2,...,eq]

3. o Sirgley,eg,...,eq) =g alors (e1,e9,...,eq) est une famille génératrice de F = Vect(eq,eq,...,eq) qui & dimF élé-
ments. C’est donc une base de F. Elle est donc libre

Si (e1,e9,...,eq) est libre, comme elle est génératrice de F (par définition de Vect(ey,eg,...,eq)) Cest donc une base
de F. D’ou dimF = Card{ey,eg,...,eq} = ¢

4. » Sirgley,es,...,eq) = dimE alors comme de plus F = Vect(e1,e9,...,eq) CE,on a F =E. (e1,eq,...,eq) est donc
une famille génératrice de E.

o Si(eg,eg,...,eq) une famille génératrice de E, on a E = Vect(e1,eg,...,eq) =F dou dimE = dimF =rgley, e, ...,eq).
5. Découle de Vect(ey,eg,...,eq) = Vect(ey,eg,...,e4-1)

qg-1
6. Découle Vect(eq,eg,...,eq) = Vectle1,ez,...,eq-1,eq + 3 Aje;)
=1

7. VaeK*;  Vect(ey,eg,...,eq) = Vect(aeq,eq,...,eq)

Exemple 3.1. (e1,eg,e3) = ((1,2,3),(2,3,4),(3,5,7)).

rg(eq,es,e3) =rgle,e9) = 2 puisque e3g = e1 +eg et que (eq,e2) est libre.

Remarque 3.1. Par le théoréme de la base incomplete , rg (91,62, ... ,eq) est le cardinale de la plus
sous famille libre de (e1,e2,...,eq)

Exercice 6. Soient Z et ¢ deux famille finie de E

1. Montrer que & c 94 =>rg(¥)<rg(¥)

2. Montrer que max(rg(%),rg(¥)) <rg(¥ Uu¥) <rg(¥) +rg(¥)

Solution : 1. SiZ c ¥ alors Vect(F) c Vect(¥) donc par passage au dimensions on a rg(%) < rg(¥)

2. ¢ De ¥ cF U¥Y on déduit rg(¥) <rg(¥F u¥) de méme rg(¥) < rg(F U¥) ce qui donne la premieére égalité.
¢ En remarquant que Vect(ZF U%) c Vect(F) + Vect(¥4) on obtient

rg(& u¥9) < dim (Vect(F) + Vect(¥)) < dim (Vect(F)) + dim (Vect(¥)) = rg(F) + rg(¥)
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Dans tout ce chapitre :
e K=R ou C.
e E, F et G des K—espaces vectoriels

1 Généralité sur les applications linéaire

1.1 Définitions et caractérisation

Définition 1.1. Soit f : E — F une application

f est une application linéaire < {

Vx,yeE flx+y)=f&)+f(y)
Vxe EVAeK f(Ax)=Af(x)

On note alors L(E,F) ’ensemble des applications linéaires de E dans F'
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Proposition 1.1. Soit f: E — F une application . f est une application linéaire si et seulement si

VA, e K2V (x,y) € E2, F(Ax + py) = Af(x) + puf (y)

VOCABULAIRE :  Soit f € L(E,F) . On dit que f est un :

¢ Isomorphisme si f est bijective.
¢ Endomorphisme de E si £ =F . On note € £(E) = Z(E,E) des endomorphismes de E

e Automorphisme de E si £ = F et f bijective. Lensemble des automorphismes est appelé groupe
linéaire de E et est noté GL(E)

e Forme linéaire sur E si F = K .On note E* = Z(E,K) 'ensemble des Forme linéaire sur E

E - F
Exemples 1.1. 1. 6: { x 0 est une application linéaire appelée application linéaire nulle .
— Of
R - R
2. f: est une forme linéaire sur R?.
(x,y) — x+2y

En effet : Soit u =(x,y) et v =(a,b) dans R% et 1 €R.

fw+AV)=f((x+Aa,y+Ab))=x+Aa+2(y +Ab)=x+2y+A(a+2b)=f(u)+ Af(v)
N——r N——
() f)
donc f est une application linéaire, et puisque f est a valeurs dans R, il s’agit d’une forme linéaire
{ RIX] — RIX]
3. ¢:

P p est un endomorphisme, car ¢ est de R[X] dans lui méme et :

VP,Q eR[X], VAeR, (P+AQ) =P +1Q’

4. Soit & l'ensemble des suites convergente a valeurs dans K, alors % est un K—espace vectoriel et

F — K
lim: . ne forme linéaire sur %.
(x,) — hrP X, est une forme linéaire s
n—+oo

C(a,bl,K) — K
5 1: / fb / est une forme linéaire sur C([a, b], K).
a

Proposition 1.2. Soit f € L(E,F) alors :
1. f(0Op)=0F

2. Pour tout n € N*; pour tout u1,...,u, € E et pour tout 11,...,A, €K on a

FO Agup)=) Anf(up)
£=0 k=0

Preuve : 1. f(0g)=f(0g +0g)=f(0g)+ f(Og) donc f(0g)=0g

2. Par récurrence sur n. O
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1.2 Despace vectoriel Z(E,F) - Composition

Proposition 1.3. Soit f,g € L (E,F). Alors
1. f+ge L(EF)
2. VAeK, AfeZ(E,F)

Preuve: 1. f+gec %(E,F)car:
Vx,yeE VAek, (f+e)x+Ay)=Ffx+Ay)+g8x+Ay) =)+ Af (y)+ gx)+ Ag(y) = (f + &)(x) + A(f + g)(y).

2. De méme.

O

Corollaire 1.1. #(E,F) est un K—espace vectoriel

Proposition 1.4 (Composition). Si f € L(E,F)et g€ L(F,G). Alors go f € L(E,G).

c’est a dire

E— flinF 226 | = |E%°L G est linéaire
Preuve :
Ve, yeE VYAekK, gof(x+Ay)=g(fx+Ay)=g(fx)+Af(y)=gcf(x)+Agof(y).

O

1.3 Isomorphismes

Définition 1.2. 1. Un isomorphisme de E dans F' est une application linéaire f € Z(E,F) qui est
bijective. c’est a dire

’ f isomorphisme de E dans F ‘ & ’ f: E—F estlinéaire bijective ‘

2. On dit que E et F sont isomorphe §’il existe un isomorphisme de de E dans F'.

Attention 1.1. Deux espaces quelconques ne sont pas forcement isomorphes.

Proposition 1.5. Si f € Z(E,F) est un isomorphisme alors f “le Z(F,E).

Preuve :
Va,yeF VAeK U @+Af 1o = FF @)+ AF(F ) =x+ Ay

done @ +Af 1) =F T+ Ay). =
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2 Endomorphismes d’'un espace vectoriel

2.1 Définitions et exemples

Définition 2.1. 1. Un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans lui méme on note
f e L(E).
c’est a dire

’ f endomorphisme de E ‘ = ’ f: E—FE estlinéaire ‘

2. Un automorphisme de E est un endomorphisme de E qui est bijective.

’ f automorphisme de E ‘ = ’ f: E—E estlinéaire bijective ‘

Notation 2.1. e« On note € Z(E) = £(E,E) des endomorphismes de E

e L'ensemble des automorphismes est appelé groupe linéaire de E et est noté GL(E)
Exemples 2.1. les applications suivantes sont des endomorphismes.

) ¢: C°R) — C®°® 2 w: C°R) —  CPR)
foo— Foo— e fo £

eton a

VSeC®MR); @oy(f)=f et wop(f)=f—[(0)

E —- E
Définition 2.2. 1. Lapplication Idg : { x . est un endomorphisme de E appelé identité de

E.

E —- E
2. Lapplication A.Idg : { Ax est un endomorphisme de E appelé homothétie de rapport A.

2.2 Opérations dans L(E)

Corollaire 2.1. 1. L(E,F) est un K—espace vectoriel
2. Vf,ge L(E), fogeZL(E) et gofeL(E)

Remarque 2.1. La composition o définie une loi de composition interne sur Z(E.)
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Proposition 2.1 (Régles de calcul dans £ (F)). Soit f,g,h e L(E) ,a,fcK. Alors

1. Bilinéarité :

— ho(af + Bg)=ahof + Phog

— (af +Bg)oh =afoh+ Bgoh
2. Associativité : fo(goh)=(fog)oh)
3. Elément neutre : foldg = Idgof = f

4. Les seuls éléments inversibles dans Z(F) pour o sont les automorphismes de E. et si f est un
automorphismes alors l'inverse de f pour o est sa bijection réciproque !

Attention 2.1. — En générale

fog#gof

— Sifog=gof ondit que f et g commutent entre eux.
— Souvent, on note fg au lieux de fog

Définition 2.3. Soit f € L(E) et n €N. On definit " par

fof...... of sineN*
fn d:éf nfois
Idg sin=0

Proposition 2.2. Soit f,ge€ L(E)et n,peN.
L. (f"P =P,

2 froff =f"r.
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Proposition 2.3. Soit f,g€ L(E)et neN. Si f 0] g - g Ofalors :

1. (fog)" = f"og".|
2. Formule de binéme de Newton

n n
(f+&)" =) Ciffog"™* =Y Crf""og"
=0 =0

3. Factorisation : Si n e N*

En particulier :

n—1
Idg—g"=(Udg—-g)oUdg+g+...... +g" H=(f-1dp) ) g
£=0

Attention 2.2. Les résultats de la proposition précédente sont fausses si fog # gof.
Notamment (fog)" # f"og”, mais en cas de besoin on peut utiliser la relation suivante, valable pour tout
f,g€ L(E)ettout ne N* :

(fog)" = folgof)" log

Exemples 2.2. On a en particulier pour n =2 Lorsque fg=gf

(f+g=f*+2fg+g” @
(f-g*=f>-2fg+g” 2)
f2-g*=(f-g)f+g) (3)
si fg#gf (1) et (2)deviennent
(F+a’=f"+fg+af +&° (4)
(f-g’=f"-fg-gf +&° (5)

2.3 Automorphisme - Groupe linéaire

On rappel que si f € £(E) alors

f e GL(E) 2= fbijective
< dge L(E); fog=gof=1dg

On aalors g = 1.

Proposition 2.4. Soit f,g € GL(E)
1. Idg € GL(E)
2. f1eGL(E)
3. foge GL(E)
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Corollaire 2.2. (GL(E),o0) est un groupe  (Ce qui jstifie la nomination " Groupe lineaire ")

2.4 Polynomes d’'un endomorphisme

E un K—espace vectoriel

m
Définition 2.4. f € L(E) endomorphisme de E et P = Z ar X" un polynéme.
k=0

e On définit P(f) par
P()=Y arf* eZL(E)
k=0

¢ On dit que P est un polynéme annulateur de f si P(f) = 0¢@x)

Proposition 2.5. Soient f,g € L(E). Alors pour tous P,Q e K[X]et AcKon a
(P +AQ)(f)=P(f)+ AQ(f)

(PQ)f)=P()Q(f)
fog=gof = P(f)oQ(g)=Q(g)oP(f)

En particulier f et P(f) commutent.

Exemple 2.1. SiP=3+2X -5X2+X* et f € L(E) alors
P(f)=3Idg +2f —-5f2+ f*
Attention au terme constant: 3=3X° — 3f°=3Idg

Exercice 1. Soient f,g€ L(E).
1. Développer (id — fz)o(id + f2).

2. Montrer que si f 4 =0 alors id — f est bijective .

Solution : 1. Puisque 1-X¥H1+x2%)=1-x* , en composant avec f, on a (Id—f2)0(1d+f2): Id—f4

2. Supposons que f4 =0 alors (Id —fz)o(ld +f2) = Id et puisque (Id—fz) et (Id +f2) commutent alors (Id —f2) est un
automorphisme et (Id — }”2)_1 =(Id+ fz).

O
Exercice 2. Montrer queSi f™ = 0 pour m =1 alors id — f est bijective
Solution : ona
fMm=0 = Id-f"=1d
m-1
> (Fd-pNHY fr=1d
k=0
m-1 m-1
et puisque (Id - ) et Z fk commutent on déduit que (Id — f) est bijective et (Id — f)_1 = Z fk O
k=0 k=0

Exercice 3. Soit f € #(E) on suppose que 2 —3f +2Id = 0.
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1. Justifier que (f —Id)(f —2Id)=0.
2. Déterminer f" pour tout n € N.
3. Montrer que f est un automorphisme.

4. Déterminer f~" pour tout n € N.

Solution : 1. OnaX?-3X+2=(X-1)0X-2)donc  (f —Id)(f—2Id)=f%-3f+2Id =0.
2. On effectue la division euclidienne de X" sur (X - 1)(X +2) :

X"=X-1D)X+2)Q+aX+b a,bek

On remplace successivement par 1 et 2 et on obtient le systeme

a+b=1
2a+b=2"

qui donne ¢ =2"-1et b=2-2". Ainsi
X"=X-DX+2Q+2"-1DX+(2-2")
En composant avec f on obtiant :
P =(f —Id)f -2Id)Q(f)+ 2" - f +(2-2"Id = (2" - 1)f +(2-2")Id
—:,0_4
3. Def 2_3 f +2Id =0, en faisant passer 2Id de 'autre cote de égalité et en divisant par -2, on déduit que
S (2 -3)=1d

En factorisant par f

=1Id

1
fo 5(f‘31d)

et comme [ et [%(f—3ld)

commutent, on déduit que f est bijective et que
1 1
ft=5(f-31d)

4. En composant f 2_3 f+2Id =0 avec f 2 et par bilinéarité de la composition on a

Id-3ft+2r2=0.

1
en posant g = f L et en remarquant que 1—-3X +2X 2=(X-1DX- 5), on peut refaire la démarche de 2- et déterminer
f=g"
O

3 Noyau et Image d’une application linéaire

E et F deux [K—espaces vectoriels .

Théoreme 3.1 (Image directe et réciproque d’un sous-espace vectoriel . ). Soit f € L(E,F).
1. |[Asevde E| = ‘f(A) est un sev deF‘

2. = f_l(B) est un sevde E

Preuve : 1. SoitAsevdeE
e OgcAetOfF=/f(0g)doncOfcf(A)
e Soient y1,y9 € f(A) et A € K. posons y1 = f(x1), et y9 = f(x2) avec x1,x9 € A. Alors

y1+Aye = fx1) + Af (x2) = f(x1 + Ax2) € f(A)
—_——
€A
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2. Soit B sevde F
e OpeBetOp=/(0g)donc 0z ef 1(B)
e Soient x1,x9 € f’l(B) et A € K. posons y1 = f(x1)€B, et yg = f(x9) € B.

flx1+Axg) = flx1)+Af(xg)=y1 +Ays €B

Donc
x1+Axg € fL(B)

Définition 3.1. Soit f : E — F une application linéaire

1) On appelle de f,’ensemble noté et définie par :

Im(H)Ef ) xeE) = f(E)

2) On appelle de f,I’ensemble noté et définie par :

Ker(H® e B/ fx)=0p)

Corollaire 3.1. Soit f € L(E,F)
1. Imf est un sous-espace vectoriel de F.

2. Kerf est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque 3.1. On a les équivalences :

’yeImf<=>EIx€E,f(x):y ‘

’xEKerf@f(x)ZOF‘

1 b
Exemple 3.1. H = {f € CO([a;b],IR)/f f(@&)dt = 0} est le noyau de l'application lineaire f — f f@)dt
0 a

donc c’est un s.e.v de CO([a;b],[R)
Exercice 4. Soit f application linéaire définie par
fi R — R?
(x,y,2) — (x+y-2z,2y—42)
1. Déterminer le noyau de f.

2. Soit (e1,e9,e3) la base canonique de R®. Montrer que (f(e1), f(e2)) est libre puis en déduire I'image de
Papplication linéaire f

Solution : 1. Soitu =(x,y,2)€ R3
— _ _ _ x+y—-z=0 x=-2z o
ueker(f) < fw)=(0,00 © (x+y-—2z,2y—42)=(0,0) < {y:Zz o {y=2z o u=2(-1,21)
Ainsi ker(f) = Vect((-1,2,1)).
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2. f(e1) =(1,0) et f(eg) =(1,2) on vérifie aisément que(f(e1),f(e2)) est libre. D’autre par f(e1),f(e2) sont dans Im(f) donc
Vect(f(e1), f(e2)) c Im(f)par passage aux dimensions, puisque Im(f) est un sous espace vectoriel de R2ona:

2 = dim Vect(f(e1), f(e2)) < dimIm(f) < dimR? = 2

donc Im(f) = R? et f surjective.

Théoreme 3.2. Soit f € Z(E,F)
1. ‘f est injective‘ — ‘ker(f):{OE}‘

2. ‘fest serjective‘ — ‘Im(f):F‘

Preuve : 1. « supposons que f injective et montrer que ker(f) = {0g} . Soit x € ker(f) donc f(x) = O = f(Og) et puisque f
injective on a x = 0. Ainsi ker(f) ={0g}.
e Supposons ker(f) = {0g} et montrer que f injective . Soient u,v € E tels que f(u) = f(v). f étant linéaire donc

fw-v)=fWw-f=0

par suite u —v € ker(f) ={0g} ce qui preuve que u =v et donc f injective.
2. f surjective =3 f(E)=F =3 Im(f)=F

Exemples 3.1. Etudier l'injectivité et la surjectivité des applications linéaires suivantes :

RZ — R2
(x,y) — (&+y,x-y)

RIX] — RIX
p g M0 = Rx

1) f:{

Solution : 1. « soitu=(x,y)ecR>

uckerf o { x+yi0 o {

x=0
y=0 S u =(0,0)

Ainsi ker f ={(0,0)} et f est injective
e Soit (e1,e9) la base canonique de R2 ona fle1)=(,1) et f(eg) =(1,-1), on vérifie que (f(e1),f(e9)) est libre donc base de
R? par suite

R? = Vect((f(e1), f(e2))) < Im(f) c R

Par suite R% = R? et f est surjective.
2. Kerf =RolX]; Imf =R[X]donc f est surjective et non injective.
O

Exercice 5. Montrer que f : RIX] — R[X], P — P — XP' est une application linéaire. Déterminer son
noyau et son image

Solution : « Soient P,Q € R[X]et A€ R. Alors

AP +Q)-X(AP +Q)
AP +Q -X(AP'+Q")
AMP-XPH+Q-XQ'=FP)+Af@Q).

fAP+Q)

Ainsi, f est bien une application linéaire.

n
o P est dans ker(f) si et seulement si P —XP' =0. Ecrivons P(X) = Z aka. Alorsona:
k=0

n
P-XP'=) (a, -kap)X* +ag.
k=1
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On en déduit que la suite (aj) vérifie ag =0 and a3 (1—%) = 0 pour % allant de 1 & n. Ainsi, aj = 0 pour k # 1, la valeur de a1 étant
quelconque. On en déduit que ker(f) = vect(X).

m n
o Soit@Q eR[X].SiQ = Z kak est élément de Im(f), il existe P = Z aka tel que @ = P'—XP soit, d’apres le calcul précédent,

k=0 k=0
b =ap(1-k).
m
On en déduit b1 =0 et donc @ € F = vect(X' k; k #0). Réciproquement, soit @ = Z bpX k un élément de F , c’est-a-dire un polynome
k=0
sans terme en X. Alors, si on pose aj, = (l—k)flbk, kE#0,eta; =0, le calcul précédent montre que P’ —XP = Q et donc @ € Im(f).
Ainsi, Im(f)=F. O

Proposition 3.1 (Deux inclusionsa retenir). Soient f € L(E,F) et g€ L(F,G). Alors

] ker(f)cker(gof)‘ ] Im(g o f) < Im(g)

4 Applications linéaires en dimension finie

Dans cette section E,F deux [K—espaces vectoriels

4.1 Applications linéaires et famille génératrice

Proposition 4.1. Soit f € L (E,F).

(u1,...,u,) est génératrice de £ ‘ => ‘(f(ul), ., [(uy)) est génératrice de Im(f) ‘

Preuve : Supposons que (u1,...,u,) est une famille génératrice de E
e (f(u1),...,f(un)) est une famille de Im(f) qui est un sous-espace vectoriel , donc Vect(f(«1),..., f(ur)) < Im(f)
n

e Soit y € Im(f), il exite x € E tel que f(x) =y, or (u1,...,uy) est une génératrice de E donc x = Z A;u; donc, par linéarité de f,

=1
ona
n

y=f(x)= Z A;f(u;) e Vect(f(uy),..., f(un))
=1
ce qui assure l'autre inclusion O

Exercice 6. Soit E = R3[X]1’espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal
a 3. On définit u I'application de E dans lui-méme par

u(P)=P+(1-X)P'.

1. Montrer que u est un endomorphisme de E.
2. Déterminer une base de Im(u).

3. Déterminer une base de ker(u).
4

. Montrer que ker(u) et Im(u) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Solution : 1. Remarquons d’abord que si P € E, u(P) est bien un polynéme de degré inférieur ou égal & 3, et donc u envoie
bien E dans E. Pour montrer qu’il s’agit d'un endomorphisme, on doit prouver que u est linéaire. Mais, si P, € E et L e R,
ona:

u(P + Q) P+AQ)+(1-X)P+1Q)
= P+AQ+(1-X)P' +1Q")
= P+(1-X)P'+UQ +(1-X)Q")

= uP)+u@).
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u est donc bien linéaire.

2. Puisque (1,X,X2,X3) est une base de E, on sait que u(l),u(X),u(XQ),u(X3) est une famille génératrice de Im(u). On va
pouvoir en extraire une base. On a :

=1, uX) =1, uX2) = -X2+2X, u(X3) = -2x° +3Xx2.

On en déduit que (u(1),u(X 2),u(X 3)) est une famille libre (ce sont des polyndomes de degrés différents) et que u(X) s’écrit
comme combinaison linéaire de ceux-ci (on a méme u(X) = u(1)). Ainsi, ceci prouve que (u(1),u(X 2), u(X 3)) est une base de
Im(u).

3. Ecrivons P(X) = aX3+bX2%24+cX + d, et calculons u(P) :
w(P)=-2aX3 +(3a—2b)X2 +2bX +c +d.

Ainsi, on obtient

—2a = 0 a = 0

3a-2b = 0 b = 0

ulP)=0 9% = 0 — J
ctd = 0 d = -c

Ainsi, P e ker(u) <= JceR, P =c(X —1). Une base de ker(u) est donné par le polynéme X — 1.

4. La réunion des bases de Im(u) et ker(x) trouvées précédemment est (1,—X2 +2X, —2x3 4+ 3X2,X —1). Ces polynémes sont
tous de degrés différents. Ils forment une base de E. Ceci prouve que Im(z) et ker(u) sont supplémentaires.

O

Corollaire 4.1. Soit f € Z(E,F). il y a équivalence entre :

1. f est surjective

2. I'image de toute famille génératrice de E est une famille génératrice de F'

Corollaire 4.2. Si f € L(E,F) est surjective et dimE < oco. Alors F' est de dimension finie et

dimF <dimFE

Remarque 4.1. Si dimF > dimE Alors il ne peut y avoir une application linéaire surjective de E dans F'.

4.2 Applications linéaires et les famille Libres

Attention 4.1. I'image par une application linéaire d’'une famille libre n’est forcement une famille libre

Proposition 4.2. Soit f € £(E,F). il y a équivalence entre :

1. f est injective

2. I'image de toute famille libre de E est une famille libre de F

Corollaire 4.3. Si f € Z(E,F) est injective et dimF < co. Alors E est de dimension finie et

dimFE <dimF

Remarque 4.2. Si dimF <dimFE Alors il ne peut y avoir une application linéaire injective de E dans F'.
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4.3 Applications linéaires et les bases

Proposition 4.3. Soit f € £(E,F). il y a équivalence entre :
1. f est bijjective
2. I'image de toute base de E est une base de F
3. 'image de UNE base de E est une base de F’

Corollaire 4.4. Si f € L(E,F) est bijective et dimE < co. Alors F est de dimension finie et

dimFE =dimF

Remarque 4.3. Si dimF # dimE Alors il ne peut y avoir une application linéaire bijective de E dans F'.

3 - RS

R . . .
Exemple 4.1. Soit [ : { . Alors f est une application linéaire qui transforme

(x>yaz)H (x+y,y+z,z+x)
la base canonique de R? en la famille ((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)) qui constitue une base de R3. Donc f est un
automorphisme

Théoréme 4.1. Si dimE = n et que (eq,...,e,) est une base de E. Alors pour tout (y1,...,y,) dans F" il
existe une unique application linéaire f € Z(E,F) telle que

Viel[l,n]l f(ej)=yi;

n
De plus f est déterminée pour tout x = Z x;e; par
i=1

fx) =) xyi

i=1

Remarque 4.4. Pour construire une application linéaire , il suffit de donner ses valeurs sur une base.

Exemple 4.2. Soit E un espace de dimE = 2n, F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E
tels que dimF = dim G = n. Construire un automorphisme f de E qui vérifie f(F)=G et f(G)=F

Solution : Soit (u1,...,un) une base de F et (v1,...,v,) une base de G. Puisque F et G sont supplémentaires dans E alors
(W1,...yUn,V1,...,Un) est une base de £
On considére f 'endomorphisme de E définie par
Viel[l,nll, fwj)=v; et f;)=u;
Alors f est un automorphisme de E, car il trans forme une base de E en une base de E . de plus
fF) = Vect((f(uq),..., f(un)) = Vect((vy,...,vn)) =G
f(@) = Vect((f(v1),...,f(vp))) = Vect((u1,....un)) = F

Proposition 4.4. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie . Alors

E et F sont isomorphes — dimE =dimF.
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Preuve : « Si f est un isomorphisme de E dans F, et (u1,...,u,) une base de E alors (f(u1),...,fu(;)) est une base de F' donc
dimE =dimF.

e Supposons que dimE =dimF'. Soit (u1,...,un) une base de E et (v1,...,u,) une base de F'.

On considére 'application linéaire f € £(E,F) définie par

Viel[l,nll; f(u;)=v;

Alors f est un isomorphisme puisqu’elle transforme une base de E en une base de F'. O

Remarque 4.5. Tous les espaces vectoriels de dimension finie égale a n sont isomorphes a K"

Théoreme 4.2. Soient E et F' deux [K—espaces vectoriels de dimensions finies .
Alors (E,F) est de dimension finie et on a

\ dim Z(E,F) = d&imE.dimF

Preuve : Soit B=(eq,...,e,) une base de E avec n =dimE. Soit

\P.{fé’(E,F) — F"
) u —  (u(eq),...,ule1))

Alors WV est linéaire et vérifie, d’apres le théoreme 4.1 :
V(y1,..,yn) EF" Aue LE,F);Viell,n] ule;)=y;

c’est a dire

Y(¥1,...,yn) EF? ue L(E,F);¥w) = (ule1),...,ulen)) = (y1,..,Yn)
Ce qui veut dire que ¥ est bijective. Ainsi Z(E,F) et F" sont isomorphe donc

dim Z(E,F)=F" =ndimF =dimE.dimF

4.4 Application linéaire entre espaces de méme dimension

Théoréme 4.3. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie tel que ’ dimE =dimF. ‘
Soit f € L(E,F). Alors :

OF ‘ f est injective. < (i): ‘ f est surjective. o (i) : ‘ f est bijective. ‘

Preuve : Posons dimE =dimF =n

o (D)o (iin):

Soit (e1,...,en) une base de E, si f est injective alors (f(e1),...,f(er)) est une famille libre de F' et comme elle est de cardinale n
c’est une base de F. Ainsi f transforme une base de E en une base de F,donc bijective . La réciproque est évidente

e (i) e (iil):
Soit (eq,...,en) une base de E, si f est surjective alors (f(e1),...,f(en)) est une famille génératrice de F' et comme elle est de
cardinale n c’est une base de F. Ainsi f transforme une base de E en une base de F,donc bijective . La réciproque est évidente

O

Remarque 4.6. Lorsque |dimE =dimF'. | Pour montrer que f € L(E,F) est un isomorphisme il suffit de
montrer que f est injective . Notamment ceci est valable lorsque f est un endomorphisme d’ espace vectoriel de
dimension finie .
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Exemple 4.3. Soit f : RZ — IR22;(x, y)— (x+ y,x)alors f est un automorphisme .

En effet :
x+y=0

wyekerf o *70 o wn=-00

Ainsi f est injective et comme c’est un endomorphisme d’espace vectoriel de dimension finie alors f est
un automorphisme .

Proposition 4.5. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et soit f € £(E) .Les les proposi-
tions suivantes sont équivalentes

1. f est bijective
2. ge L(E) tel que gof =1dg.
3. ge L(E)tel que fog=1dg.

Lorsque 'une des 'une des deux derniéres propriétés est vérifiée alors f ' =g

Preuve: « 1 o 2: Sigof =1dg alors f est injective et puisque c’est un endomorphisme d’espace vectoriel de dimension finie ,
f est bijective et en composant avec f Tona f = g. La réciproque est évidente

e 1 o 3: Si fog =Idfg alors f est surjective et puisque c’est un endomorphisme d’espace vectoriel de dimension finie ,
f est bijective et en composant avec f Tona f “l= g. La réciproque est évidente

O

Remarque 4.7. Le résultat précédent est faux en dimension infinie. (voir 'exemple 2.1)

5 Applications linéaires et somme de sous-espaces vectoriels

E un K—espace vectoriel

5.1 Une caractérisation des sommes directes

Proposition 5.1. Soi E{ et E9 deux sous-espaces vectoriels de E. On considére I'application

¢9: E1xEy — E
(x1,22) +— x1+x2
Alors
1. ¢ est linéaire
Imp=E,+Eq
E +E9 est une somme directe si et seulement si ¢ est injective

E =E,+Ej5 si et seulement si ¢ est surjective

o N

E; et E9 sont supplémentaires si et seulement si ¢ est un isomorphisme.
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5.2 Projections - projeteurs

Définition 5.1. Soit E un K-ev et F',G deux sev supplémentaires dans E ,
VxeE, INxp,xg)eF xGtqx=xr+xg
On appelle projection vectorielle sur F parallelement a G ,I’application

PFG: E — E
X=Xfp+Xg +— XF

E =F &G Ainsi

Remarque 5.1. Si E =F & @G alors
VxeE x=Ppg(x)+Pgr(x)

Ainsi
IdE =PFG +PGF
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Interprétation géométrique :
Si F est un plan vectoriel de R? et G une droite vectorielle supplémentaire a F

P2(x) X

P2(x) = Laprojection de x sur G parallelementa F

P1(x) =La projection de x sur F paralleelemta G

page:17/ 25



Applications linéaires

Proposition 5.2 ( PROPRIETE D’UNE PROJECTION :). Soit p une projection sur F parallélement a G.
Alors

1. p est un endomorphisme (p € L(E))

2. VxeE; pkx)=0oxeGainsi Kkerp=G.
3. Imp=F.

4. pop =p.

5. VxeE; pkx)=xoxeF

’ Définition 5.2. On appelle projeteur de E tout endomorphisme (p € £(E)) vérifiant pop = p

Proposition 5.3. Soit (p € £(E)) projeteur de E C.A.D : pop = p.Alors
1. ker(Id - p) =Imp
2. kerpeImp =FE

3. p est la projection sur Imp paralléelement a ker(p).

n
Définition 5.3. On suppose E = EBE i , pour i € [1,n]] on définit ’application linéaire
i=1

P;: E — FE
n
x:Zxk — X
k=1

n
La famille (Pq,...,P,) s’appelle la famille des projecteurs associée a la décomposition £ = @E i
i=1

5.3 Symétries

Définition 5.4. Soit E un K-ev et F',G deux sev supplémentaires dans E, FE =F &G Ainsi
VxeE, INxp,xg)eF xGtqx=xp+xg
On appelle symétrie vectorielle par rapport a F parallelement a G ,’application

Sra : E — E
X=XF+Xqg +— XF—X@g

Remarque 5.2. Si E = F ©@G alors
VxeE Spgx)=Prgx)—Pgr(x)
Ainsi

1
Srg =Prg—Pgr| et |Ppg= §(IdE +Sra)
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Interprétation géométrique :
Dans le cas ot F est un plan vectoriel de R® et G une droite vectorielle supplémentaire & F

P1=Prg P2=Pgr S=Srqg

G
P2(X) %
P1{X)
F S S
e —
-P2{X)
S(X]
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Proposition 5.4 ( PROPRIETE D’UNE SYMETRIE :). Soit S la symétrie par rapport a F parallélement a
G. Alors

1. S est un endomorphisme (S € Z(F))

2. SoS =1d.

3. S est bijective (donc un automorphisme de E)

4. VxeE; S(x)=x<ox€F ainsi F =ker(S-1d)
5. VxeE; Skx)=-x<xe@G ainsi G =ker(S +1d)

’ Définition 5.5. On appelle symétrie de E tout endomorphisme (S € Z(E)) vérifiant SoS =1d

Proposition 5.5. Soit (S € £(E)) symétrie de E C.A.D : SoS =1d.Alors
1. ker(S—-Id)eker(S+1d)=E
2. S est la symétrie par rapport a ker(S — Id) parallelement a ker(S + Id).

5.4 Détermination d’une application linéaire par sa restriction au sous espaces sup-
plémentaires

E et F' des espaces vectoriels et E1,...,E} des sous-espaces vectoriels de E

Théoreme 5.1. On suppose E =E; ® Eg et Soit u1 € L(E1,F) et ug e L(Eq,F) alors

Elmu e L(E,F) tel que Vie[1,2], Uly, = Uj.

De plus si x =x1 +x9 avec x1 € E1 et xg € E9 alors :

u(x) =ui(x1) +ualx).

Remarque 5.3. Autrement dit, Pour définir une application linéaire sur tout E il suffit de la définir sur
chaque E;

Exemple 5.1. Soit f € #(E) non nul et non injective, on suppose que E de dimension finie . Construire
un endomorphisme non nul g de E tel que

VxeE fog(x)=0
Solution : f non nul et non injective donc ker f est un sous espace stricte de E. Soit G un supplémentairement de ker f dans
E, et soit g € L(E) définit par :
Vx €@, gx)=0 Vxekerf, gx)=x (ceci détermine entiérement g)

alors g #0 et
VxeE fogx)=0

En effet

Vx €@, fog(x)=f(0)=0 Vxekerf, fogx)=f(x)=0
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n
Théoreme 5.2 (Généralisation). On suppose E = @E ; et Sipur tout i €[[1,n]]; u; € L(E;,F) alors
i=1

31 |u e L(E,F) tel que Viel1,nll, u, =u;.

De plus si x =x1 +x2 +---+x, avec x; € E; alors :

ulx) =ui(xr)+ug(xe) +-- +u,lxy).

5.5 Théoréme du rang

E et F' des espaces vectoriels

Théoreme 5.3. Soit u € L(E,F) et G u supplémentairement de keru dans E alors u induit un isomor-
phisme de G sur Imu.

— Imu

Preuve : Soitq):{ Gx )

o ¢ est linéaire(évident).

e ¢pestinjective:xekerp © xe€G et ulx)=0 o xeGnkeru={0}e x=0

e ¢ estsurjective : Si yeImu il existex€e Etqu(x)=yor E=kerueG doncx=a+btqackeruetbeq.
Par suite y = u(a + b) = u(a) + u(b) = u(b) = H(b)

Le théoréme suivant est fondamental :

Théoreme 5.4 (théoreme du rang). Si £ de dimension finie et f € L(E,F)

dimE = dim(ker f) + dim(Imf) |

6 Rang d’une application linéaire

Définition 6.1. Soit f € L(E,F), Lorsque Imf de dimension finie. On appelle rang de f, ’entier

rgf =dim(Imf).

Remarques 6.1. 1. Si f=(ey,...,e,) est une base de E alors
rgf =dimVect{f(e1),...,f(en)}

2. Le theoreme du randg devient :Si E de dimension finie et f € L(E,F)

| dimE =dim(kerf)+rgf |
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Proposition 6.1. Soit f € L(E,F) ou E et F sont de dimensions finies
1. f =0si et seulement si rgf =0
2. rgf <min(dimE, dimF)

3. f surjective si et seulement si rgf =dimF

4. f injective si et seulement si rgf =dimE

Proposition 6.2. Soit f € L(E,F) et soit deux isomorphismes h: H - E et g: F — Q.

rg(foh)=rg(f) et rg(gof)=rg(f)

“Le rang est invariant par composition avec un isomorphisme".

Preuve: — h(H)=E donc f(h(H)) =foh(H)=f(E) dou I'égalité des dimensions.
— Comme g est un isomorphisme de F' vers G, alors f(E) est un sous-espace vectoriel de F et on a dim g(f (E)) =dim f(E) d’ou
rggof =dimgof(E)=dimf(E)=rgf.

O

Remarque 6.1. En fait, on a d’'une facon plus générale

|rg(f 0g) <min(rgf, rgg) |

car Imf o g c Imf et que dim(f(Img)) < dimImg par exemple avec le théoréme du rang (ou puisque si
(81,82,-..,8n) est une base de Img alors (£(g1),f(g2),...,(gn)) est génératrice de Imf,,, oude Imfog).

7 Formes linéaires - Hyperplans

7.1 Formes Linéaires

Définition 7.1. Soit E un K-espace vectoriel .
1. Une formes linéaire sur E est une application linéaire de E dans K

2. On appelle espace dual associé E I'espace vectoriel E* = L(E,K). C’est 'ensemble des formes li-
néaires sur E.

Remarque 7.1. On rappelle qu’en dimension finie dimE = dimE*

Proposition 7.1. Une forme linéaire non nulle sur E est toujours surjective

Remarque 7.2. En particulier si ¢ € E* est une forme linéaire non nulle sur E alors

Jue EN{0}; ¢u)=1
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Théoreme 7.1. Soient f et g deux formes linéaire sur un un K-espace vectoriel E telles que :

ker(g) c ker(f)

Alorsil existe aelK telque: f=a.g

Preuve : -« Sig estnulle alors E = ker(g) c ker(f) par suite f nulle.
¢ Si g est non nulle, on procéde par analyse synthese :

Analyse : Si a existe alors nécessairement a = f(u) ot u € E tel que g(z) =1 et on remarquons que g(x) est un scalaire
f = a.g deviens pour tout x € E; fx—gx)u)=0.
Synthese : Soit alors u € E tel que g(u) =1 et posons a = f(u); on a pour tout x€ £ :

glx—gxu) = g(x)— g(x)g(u) = g(x) — glx) =0

Donc x—g(x)u e kerg c ker f Par suite f(x — g(x)u) =0 qui deviens par linéarité f(x) = f(u)g(x) = a.g(x) O

7.2 Hyperplans

E un K -espace vectoriel

Définition 7.2. On appelle hyperplan de E, tout sous-espace vectoriel H qui est supplémentaire d'une
droite vectorielle. En d’autre termes :

Hhyperplan | < [3ucE\0}; E=H & Vect(u)

Proposition 7.2. Si dimE =n et Hsous-espace vectoriel de E alors

H hyperplande £ < dimH=n-1

Exemples 7.1. 1. En dimension 3, les hyperplans sont les plans vectoriels, d’ot1 le nom en dimension
quelconque.

2. En dimension 2, les hyperplans sont les droites vectorielles.

Proposition 7.3. Soit H est un hyperplan de E . Alors

1.
Vue E\H, HoK.u=E

2. Si F est un sous espace vectoriel contenant H alors ou bien H = F ou bien F = E ( un hyperplan est
un sous espace maximal pour 1 ’inclusion )

Proposition 7.4. Soit H un sous-espace vectoriel de E. Les propositions sont équivalentes :

1. H est un hyperplan de E.

2. il existe une forme linéaire ¢ non nulle tel que H =ker¢
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Preuve : 1= 2: Supposons que H est un hyperplan de E, il existe un vecteur non nul u de E tel que E = H & Vect(x). Soit
l'application

f: E=HeoVect(u) — K

x=h+Au — A
Alors f est une forme linéaire sur E, non nulle (puisque f(u) = 1) telle que ker(f)=H
2=1: Supposons quil existe une forme linéaire ¢ non nulle tel que H = ker¢. Soit u € E\{0} tel que ¢(z) =1 . Montrons
que E =kerpoK.u
x=Au /AeK x=Au /AeK
N xeker(pﬂK.uo{ P(x)=0 { 1=0 =0

donc kerp NnK.u = {0}
e Pour x € E posons x1 =x — @(x)u et xo = p(x)u Alors x = x1 +x2 et x9 € K.u et x1 € ker¢g car ¢(x1) = ¢p(x) — p(x)p(u) =0

Donc E =kerp+K.u

Exemples 7.2. 1. L'ensemble H des polynémes s’annulant en a € K est un hyperplan de K[X].
11 suffit de considérer @(P) = P(a)

2. {(x1,%2,...,%,) EK" |@a1x1 + agxa2 + -+ +anx, = 0} est un hyperplan de K".

7.3 Equation d’'un hyperplan

Proposition 7.5. On suppose dimE = n < +oo. Si 'on note (x1,x2,...,x,) les coordonnées d’'un vecteur x

de E relativement a une base §, alors H est un hyperplan de E si et seulement si il existe (a1,a9,...,a,) €
K™ \{0} tel que :

n
xeH — Zaixi=0
i=1

Cette relation est appelée équation de ’hyperplan H relativement a p.

Preuve : Soit f=(eq,...,en) et ¢ la forme linéaire non nulle de E telle que H = ker¢.
Posons a; = ¢(e;) poir i =1,...,n Alors les a; ne sont pas tous nuls (si non ¢ est nulle ) et on a

n n
x= ineiEH@(p(x)=0(:> Zaixi:O

i=1 i=1

n
Remarque 7.3. Si H est un hyperplan d’équation Z a;x; =0 alors H est le noyau de la forme linéaire
i=1

f: E — K

n n
x = inei — Zaixi
i=1 i=1

Exemples 7.3. 1. On retrouve qu’une droite vectorielle du plan admet une équation du type ax+by =0
2. On retrouve qu'un plan vectoriel de ’'espace admet une équation du type ax+by+cz=0

3. {P € Re[X1|P(a) = 0} est un hyperplan de Re[X] d’équation x +ay +a?z = 0 dans la base canonique
(1,X,X?).

Proposition 7.6. Deux équations linéaires définissent le méme hyperplan si et seulement si elles sont
proportionnelles
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Applications linéaires

Preuve : Si(ay,as...,a,)=Ab1,bg...,b,) ot A £0, alors

n n
a;x; =0 < Zbixi=0
=1 i=1

1
donc les équation représente bien le méme hyperplan (on divise par 1).
n n
Réciproquement : Soient Z a;jx; =0et Z b;x; = 0 deux équations de H et f,g € E*\{0} o1 (a1...a,) est une matrice de
i=1 i=
f et (b1...by) est une matrice de g. alors kerf = kerg = H et d’ apres le théoréme 7.1 on a f = Ag donc les équations sont
proportionnelles O
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PCSI dimension finie

Exercice 1. Déterminer une base et la dimension de F dans les cas suivants :
1. F={a,b,c,d)eR*; b—2¢+d =0}
2. F={(a,b,c,d)e R* a=d et b=2c}.
3. F={(un)eRY; /VneN; upi1=3u,}
4. F={(uy)eRY; /VneN; upio=38un+1i—tn}

Solution : 1. Il faut d’abord en trouver un systéme générateur. On a
u=(,b,c,d)e <= b-2c+d=0 < u=(a,2¢c—d,c,d)=a(1,0,0,0)+¢(0,2,1,0)+d(0,—-1,0,1)

La famille constituée par les vecteurs (1,0,0,0), (0,2,1,0) et (0,—1,0,1) est donc une famille génératrice de F'. On vérifie
aisément qu’elle est libre. C’est donc une base de F par suite dimF = 3.

2. u=(a,b,c,d)eF — a=detb=2c < u=(a,2c¢,c,a)=0a(1,0,0,1)+¢(0,2,1,0)
La famille constituée par les vecteurs (1,0,0,1) et (0,2,1,0) est une famille génératrice de F. Comme ces deux vecteurs
ne sont pas colinéaires, la famille est libre, et donc il s’agit d’'une base de F par suite dimF =2 .
3. Remarquer que dans ce cas les élément de F sont les suites géométrique de raison 3 donc
u=(unp)€F < VYneN;/uy.1=3u, < VneN; u, =ug3"” < u=uy.(3")

donc F = Vect(w) o1 w = (3") et comme w n’est pas la suite nulle, elle constitue une famille libre donc base de F par suite
dimF =1

4. Remarquer que dans ce cas les élément de F' sont les suites récurrentes linéaire d’ordre 2 tell que
VneN; uyio=3up+1—2un
d’équation caractéristique 22-382+2=0 qui a pour solutions 1 et 2 donc
u=(up)eF < 3Ja,peR;VneN; u, =a+p2"

donc F = Vect(u,w) ot w = (2") et u = (1) est la suite constante par 1, et comme (u,w) est libre elle constitue une base de
F par suite dimF =2

O
Exercice 2. On considére dans R? les vecteurs
v1=(1,-1,1), v =(2,-2,2), v3=(2,-1,2).
1. Peut-on trouver un vecteur w tel que (v1,ve,w) soit libre ? Si oui, construisez-en un.
2. Méme question en remplacant ve par vs.
Solution : 1. On a vg =2v1. La famille (v1,v9) est donc liée. Quel que soit le vecteur w, la famille (v1,v9,w) restera liée,

puisqu’on aura toujours 2v1 —vg + Ow = 0, combinaison linéaire dont qui n’a pas tous ses coefficients nuls.

2. A contrario, la famille (v1,vg) est libre. Pour w =(1,0,0), il est facile de voir que la famille (v1,v3,w) est libre. En effet, si
avi+bvg+cvg=0,0na

a+2b+c = 0 a+2b+c = 0
a-b = 0 <= a-b = 0
a+2b = 0 3b = 0

d’ott on tire a = b = ¢ =0 et la famille est libre. Le guide pour étre stir que I'on peut réaliser cela est le théoréme de la
base incompléte, qui nous dit qu’on peut compléter la famille libre a deux vecteurs (v1,vg) pour en faire une base (a trois
vecteurs) de R3. De plus, on peut choisir le vecteur qui compléte dans n’importe quel systeme générateur de R3. Le plus
naturel est bien entendu la base canonique.

O
Exercice 3. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de R? de dimension 3. Montrer que F NG # {0}
Solution : Sicétait le cas, alors F et G seraient en somme directe, et on aurait
dim(F & G) = dim(F) + dim(G) =3+ 3 = 6.
Or, F & G est un sous-espace vectoriel de [R5, il est de dimension au plus 5. C’est donc impossible !
O

page:1/ 3



PCSI dimension finie

Exercice 4. Les systémes suivants forment-ils des bases de R??
S1=1{(1,-1,0),(2,-1,2)};

So=1{(1,-1,0),(2,-1,2),(1,0,a)} avec a réel (on discutera suivant la valeur de a);
S3=1{(1,0,0),(a,b,0),(c,d,e)} avec a,b,c,d,e réels (on discutera suivant leur valeur);
S4=1(1,1,3),(3,4,5),(-2,5,7),(8,-1,9)}.

Solution : S; est une famille & deux éléments dans un espace de dimension 3. Ce n’est pas une base de R3. De méme, S4 qui
comporte quatre éléments ne peut pas étre une base de R3. Pour So et Sg, il suffit de savoir si ce sont des familles libres ou non.
Résolvons d’abord 1’équation

A +2194+23 = 0
21(1,-1,0)+ 12(2,-1,2) + 13(1,0,a) =0 — -A1-A2 = 0
219 +alg = 0.
Ce systeme est successivement équivalent a
A +212+13 = 0 A +219+13 = 0
Aog+A3 = 0L2)+L1)—(L2) <= Aog+Ag = 0
29 +alg = O (@a-2)A3 = 0

Si a # 2, on obtient A3 =0 et en remontant les calculs 11 = A9 = 0. La famille est donc libre. Si a = 2, alors le choix A3 =1,19 = -1
et 11 =1 donne une solution au systéme. La famille n’est alors pas libre. On conclut que So est une base si et seulement si a # 2.
Etudions maintenant S3, en résolvant 'équation

11(1,0,0) + A9(a, b,0) + A3(c,d,e) = 0

qui est équivalente au systéeme

AM+alg+cAdy = 0
blog+dAg = 0
elg = 0.

Si e #0, on obtient A3 = 0. Si de plus b # 0, on obtient 19 =0 puis 1; =0 : la famille est libre. D’autre part, si b =0, le deuxieme
vecteur est proportionnel au premier et la famille est liée. Enfin, si e = 0, toute combinaison linéaire des trois vecteurs est telle
que la troisiéme coordonnée est nulle : la famille n’est pas génératrice. Ainsi, (S3) est une base si et seulement si e #0 et b #0.

O

Exercice 5. Soient F,G les sous-espaces vectoriels de R* suivants :
F={xy,z,) eR* | x+y+2z=0et 2x+y+z—¢=0},
G = VeCt{(17 _25 1’ 1), (1,27 _3’ 1)7 (5, _3; _27 5)} < [R4-

1. Calculer la dimension de F'.

2. Montrer que G c F et conclure que G = F.

Solution : 1. On va déterminer une base de F. Pour cela, on écrit que
x+y+z = 0
wyzt)eF = {2x+y+z—t = 0
— x+y+z = 0
x—t = 0
x = x
— yo o= T2
z = z
t = x

On en déduit qu'une base de F est donnée par les vecteurs u1 =(1,-1,0,1) et ug =(0,-1,1,0).

2. On commence par vérifier que les vecteurs qui engendrent G, a savoir (1,-2,1,1),(1,2,-3,1) et (5,—-3,—2,5) sont éléments
de F, ce qui est tres facile en utilisant ’'équation de F. Ceci prouve alors que G c F. Pour prouver que G = F, il suffit
de prouver que dimF = dimG. Mais F a pour dimension 2, et G est de dimension supérieure ou égale a 2 car les deux
vecteurs (1,-2,1,1) et (1,2,-3,1) ne sont pas colinéaires. Comme G c F, on sait que la dimension de G est inférieure ou
égale a la dimension de F'. On trouve finalement que dimF = dimG = 2, et puisque G c F, ceci entraine F =G.

O

Exercice 6. Soient F,G les sous-espaces vectoriels de R* suivants :
F={(3c,y,z,t)€lR€4 |x+y+z=0et2x+y+2z—1t=0},
G = vect{(1,0,0,0),(0,0,0,1),} c R*.
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dimension finie

1. Calculer la dimension de F.
2. Montrer que G un supplémentaire de F'.

Solution : 1. comme précédemment, on montre qu'une base de F' est donnée par les vecteurs u1 =(1,-1,0,1) et ug =
(0,-1,1,0) donc dimF =2.

2. Il est claire que dimF' +dimG =4 = dim R* il suffit de montrer que F NG ={0}. Soit u € F NG le fait que u € G montre que
u=(a,0,0,b) avec a,b € R en remplacant dans les équations de F on obtient a =0 et b =0 ce qui assure que F' NG = {0}.

O

Exercice 7. Montrer que
K4[X]1=Veet(1 +X,X3) @ Vect(1+ X2, X*-X, 1).

Solution : La famille (1 ,1+X,1 +X2,X3,X4 —X) est libre ( Car échelonnée en degré ) et de cardinal 5 = dimK4[X] donc
constitue une base K4[X] par suite
K4[X1= Veet(1,X,X3) @ Vect(1 + X2, X4 - X, 1).

O

Exercice 8. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soit H un sous espace vectoriel de E de
dimension dim H = n — 1. Montrer que pour tout u € E\H on a

E = H & Vect(u).
Solution : remarquons d’abord que u #0 car 0€ H et u ¢ H.

Posons D = Vect(u). Puisque dimD + dim H = n il suffit de montrer que D N H = {0}. Pour cela soit xe DNH doncxe€ D et x€ H.

1
OrxeD donne x=Au et si A #0 alors u = zx € H ce qui n’est pas possible donc A =0 et x =0 et finalement F NG = {0}
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PCSI espace vectoriel

Exercice 1. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont, ou ne sont pas, des sous-espaces vectoriels ?
1. E1={(x,y,2)€ IR3; x+y+3z=0};

Eo={(x,y,2)€ IR3; x+y+3z=2};

E3= {(x,y,z,t)€R4; x=y=2z=A4t};

E4={(x,y) €R?; xy=0};

Es={(x,7) eR? y=27};

Eg={(x,7,2) €R3 2x+3y-5z=0}n{(x,y,2) €ER3; x -y +z =0} ;

N o s N

E7={(x,y,z)€|R3; 2x+3y—5z=0}u{(x,y,z)€[R3; x—y+z=0}L

Solution : 1. Soient X = (x,y,2) et X' = (x,y’,2’) éléments de E1. Alors, X + X' = (x+x',y + ',z +2') est aussi élément
de E1. En effet,
(x+x’)+(y+y’)+3(z+z')=(x+y+3z)+(x’+y’+3z')=0.

De méme, pour tout A €R, on a A X =(Ax, Ay, A1z) est élément de E puisque
Ax+Ay+3lz=AMx+y+32z)=0.

E 1 est donc un sous-espace vectoriel de R3.
2. E9 n’est pas un sous-espace vectoriel de R3 car 0 = (0,0,0) n’est pas élément de Eo.
3. Soient X = (x,y,2,t) et X' = (x',¥',2',¢') deux éléments de E3. Alors X + X' =(x+x,y+y,z+2,t+¢) est aussi élément
de E3. En effet,
x+x =y+y =22422' =2z +2) =4t +4t' = 4@ +1).
De méme, on prouve que pour tout 1 € R, AX est élément de E3. E'3 est donc un sous-espace vectoriel de R,
4. E4 n’est pas un sous-espace vectoriel de R? car il nest pas stable par addition. En effet, X =(1,0) et Y =(0,1) sont tout
les deux éléments de E4, mais X +Y =(1,1) n’est pas élément de E4.

5. Les éléments (1,1) et (—1,1) sont éléments de E5. Si on effectue leur somme, on trouve (0,2) qui n’est pas élément de E5 :
E5 n’est pas un sous-espace vectoriel de R2. Plus généralement, un sous-espace vectoriel de R2 est une droite passant par
(0,0), ou R2 lui-méme, ou encore le singleton {(0,0)}.. E5 est une parabole et n’est donc pas un sous-espace vectoriel.

6. Posons F ={(x,y,z) € R3; 2x+3y—-5z=0}et G ={(x,y,2) € IR3; x—y+2z=0}. Comme a la premiére question, on montre que
F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R3. Leur intersection F NG est donc un sous-espace vectoriel de RS.

7. Cette fois, aucun théoréme du cours ne dit qu'une réunion de deux sous-espaces vectoriels reste un sous-espace vectoriel.
Ici, prenons (5,0,2) e Fc FUG et (1,1,0) € G c FUQG. Alors (5,0,2)+(1,1,0) =(6,1,2) ¢ G car 6—1+2 =5 # 0. Ainsi,
F UG n’est pas stable par addition et n’est donc pas un sous-espace vectoriel de R3. Plus généralement, on prouve qu'une
réunion de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel si et seulement si 'un des deux est inclus dans
l'autre.

O

Exercice 2. Trouver unee base des sous-espaces vectoriels suivants de R3 :
1. F:{(x,y,z)ElR3; x+2y—2z=0};
2. G={(x,y,2)eR® x—y+z=0et 2x—y—2z=0}.

Solution : 1. Ona
u=(x,y,2)eF < x=-2y+z < u=(-2y+2,y,2) < u=yui+zug

avec u1 =(-2,1,0) et ug =(1,0,1), on a donc F' = vect(u1,u9). De plus on verifie que cette famille est libre donc constitue
une base de F’

2. Ona
x—y+z = 0 x—y+z = 0
(x,y,z)eG(:»{zx_y_z - 0 <=>{ Y3z = 0
x =2z
< y=3z
z=2z

On a donc G = vect(u), avec u =(2,3,1) . De plus u # 0 donc (z) est une base de G

Exercice 3. Soit E un K ev et u,v € E. Montrer que

Vect(u,v) = Vect(u +v,u —v)
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PCSI espace vectoriel

Solution : « Dune part u +v € Vect(u,v) et u —v € Vect(u,v) donc on a I'inclusion

Vect(u +v,u —v) c Vect(u,v)

1 1
e D’autre partonau:5[(u+v)+(u—v)]€Vect(u+v,u—v) et v=5[(u+v)—(u—v)]eVect(u+v,u—v)donc

on a l'inclusion
Vect(u,v) < Vect(u +v,u —v)

O
Exercice 4. Soit A € RIX] un polynéme de degré d > 1 et F ={P e R[X]; A divise P}.
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R[X]
2. Montrer que RIX]=FoR;_1[X]
Solution : 1. Remarquons que F ={AQ; @ € R[X]}, ce qui permet facilement de prouver que F est un sous-espace vecto-

riel de R[X].

2. Soit B € R[X]. D’apres la division euclidienne, il s’écrit de facon unique sous la B=AQ + R, ou @ € R[X] et R e Ry_1[X],
ou d est le degré de d, c’est-a-dire de facon unique comme la somme d’'un élément de F' et d’'un élément de R;_1[X]. Ceci
signifie exactement que F' et R;_1[X] sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R[X].

O

Exercice 5. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E tels que F +G = E. Soit
F’ un supplémentaire de F NG dans F. Montrer que F' &G =E.,

Solution : Prouvons d’abord que F’ et G sont en somme directe, c’est-a-dire que F' NG = {0}. Prenons x € GNF'. Alors, puisque
F NG et F' sont en somme directe, et que x € FNG (x est dans G et dans F' c F), on en déduit x = 0. D’autre part, il faut montrer
que F'+G =E. Soit z€ E. On sait que z = f + g, avec f € F et g € G (car F +G = E). D’autre part, on peut décomposer f en g’ + f/,
avec g’ e FNG et f' € F'. Ainsi, on obtient

z=g'+f +g=f"+(g+g)
avec f e F' et g+g' €G : F' +G =E ce qui achéve la preuve que F’ et G sont supplémentaires. O

Exercice 6. Soit a € R. On désigne par F le sous-espace des fonctions constantes et par G, le sous-e

Solution : Onremarque d’abord que FNG, = {0} (une fonction constante qui s’annule en un point est forcément identiquement
nulle). Ensuite, prenons A € E, on doit prouver que 2 se décompose sous la forme i = g+ C, ou C est une constante et g(a) = 0.
Admettons que ce soit le cas. Alors, nécessairement, A(a) = C et g(x) = h(x) — C = h(x) — h(a). On pose donc C = f(a) et g(x) =
h(x)— h(a). Clairement, 2~ = g + C et g(a) =0 ce qui prouve que g € Gg,. O

Exercice 7. Soit ag,a1,...,a, € K, deux & deux distincts. Pour i € [[0,n]], Soit L; le i®™® polynome de
Lagrange définie par :
X =-ag) X -a;-1)X-a;+1) (X -ay)

(@i—ao)--(a;i—a;-1)a;i—a;+1)--(ai—an)

(X -a;)

(a; —a;)

n
L, -1
j=0
J#i
Montrer que B = (Lg,...L,) est une base de K,[X] et determiner les coordonees d’'un polynome P € K, [X]
dans cette base .

n
Solution : « Soient 11,...1, €K, telsque Y A;L; =0.
1=0

n
OnaVxeKk, Z A;L;(x) = 0. Notamment pour x =a; (j € [1,n]), il vient A; = 0 puisque L;(a ;) =06; ;.
=0
La famille est donc libre

e D’apres un DL traité en classe on sait que pour tout P € K,[X]

n
P=Y P(@;L;
=0

D’ou le résultat.

page:2/ 2



PCSI espace vectoriel

Exercice 8. Pour tout n € N on pose, f(x)=cos(nx)

1. Montrer que pour tout n € N la famille (fy,..., f) est libre (pourra procéder par récurrence )
2. En déduire que la famille (f},),en est libre.

Solution : 1. On va démontrer par récurrence sur N pour N = 0 (cos(0.x) = 1) n ’est pas la fonction nulle donc libre .
Supposons le résultat vrai au rang N — 1, et prouvons-le au rang N en écrivant une relation de liaison :

Aofo+-+Anfn=0.

i.e Ao+ Arcos(x)+---+Anycos(Nx)=0  VxeR.

On dérive deux fois et on trouve
Arcos(x)+--- +N2/1N cos(Nx)=0.

En retranchant N2 fois la premieére équation a la deuxiéme, on trouve
“N2A+ (1= N1 cos(x) + -+ + (N - 12 = N?)Ap_1 cos(N — 1x) = 0.

Par hypothese de récurrence, on a ( j2 —-N?%)) ;=0 pour tout j=0,...,N —1, soit finalement A; =0 . De retour a '’équation
initiale, on retrouve aussi Ay = 0, ce qui prouve bien que la famille est libre.

2. Soit (n1,...,np) une famille finie d’entiers deux & deux distincts.

posons N =max(ny,...,np), alors la famille (fnl,...,fnp) est une sous famille de la famille (fy, ..., fn)-
D’apres 1) la famille (fo,..., /) est libre donc (fr,, ..., fn,) est libre comme sous famille d’'une famille libre.

Exercice 9. (Polynomes échelonnés en degré :)
Soit (Pq,...,P,) une famille de polynémes de C[X] non nuls, & degrés échelonnés, c’est-a-dire

deg(P1) < deg(P2) < --- < deg(P,,)
Montrer que (P1,...,P,) est une famille libre.

Solution : Considérons une relation A{Pj +---+ ApPp =0. Si A, #0, le membre de gauche de I'inégalité est un polynéme de
degré deg(la, Py ) # —oco. Ce ne peut pas étre le polynéme nul. Donc A, = 0. En itérant le raisonnement, on trouve successivement

Apoi=--=2A1=0.

Remarque 0.1. A retenir :
1. Toute famille de polynémes non nuls échelonnés en degré est libre

2. Toute famille de polynémes non nuls dont les degrés sont deux a deux distincts est libre.
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Applications linéaires

1 Etude pratique

Exercice 1. On considere application linéaire / de R® dans R* définie par
fle,y,2)=(x+z,y—x,z+y,x+y+22).

1. Calculer les images par f des vecteurs de la base canonique (e1,e2,e3) de R®. En déduire une base de Im(f).
2. Déterminer une base de ker(f).

3. Lapplication f est-elle injective ? surjective ?

Solution : 1. Utilisant la définition de f, on a :
fle) = (1,-1,0,1)
flea) = (0,1,1,1)
flez) = (1,0,1,2)

On sait que la famille (f(eq),f(e2),f(e3)) est une famille génératrice de Im(f). Or, f(e3) = f(e1) + f(e2) et donc f(eg) est combinaison
linéaire de (f(e1),f(eg)). Ainsi, la famille (f(e1),f(e2)) est déja génératrice de Im(f). De plus, elle est libre car les deux vecteurs sont
non-nuls et ne sont pas proportionnels. On en déduit que (f(e1), f(e2)) est une base de Im(f).

2. Ona:

x+z = 0 x+z = 0
—x+y 0 y+z 0
(x,y,2) eker(f) < Yz 0 — Y+z 0
x+y+2z = 0 y+z = 0

x = -z

— y = -z

z = z

On en déduit que le vecteur (—1,—1,1) engendre ker(f). Comme il est non-nul, c’est une base de ker(f). En particulier, on trouve que
ker(f) est de dimension 1, ce que 'on peut aussi obtenir en utilisant le théoréme du rang.

3. f n’est pas injective, car son noyau n’est pas réduit a {0}. f n’est pas surjective, car son image n’est pas R3 tout entier. En effet, la
dimension de Im(f) est 2, et non 3.

O

Exercice 2. Montrer que f :R[X]— R[X], P — P —XP' est une application linéaire. Déterminer son noyau et son
image

Solution : Soient P,Q € R[X] et A € R. Alors
fAP +@)

AP+Q)-X(AP +Q)
AP +Q-X(AP'+Q")
AMP-XPH+Q-XQ' =f(P)+Af(@Q).

n
Ainsi, f est bien une application linéaire. De plus P est dans ker(f) si et seulement si P — XP' = 0. Ecrivons P(X) = Z aka. Alorson a:
k=0

n
P-XP' =Y (aj -kap)X* +ay.
k=1

On en déduit que la suite (ap) vérifie ag =0 and a3 (1 - %) =0 pour % allant de 1 a n. Ainsi, aj =0 pour % # 1, la valeur de a; étant quelconque.
On en déduit que ker(f) = vect(X).

m n
D’autre part, soit @ e RIX]. Si @ = Z b X % est 6lément de Im(f), il existe P = Z apX k tel que @ = P’ — XP soit, d’apres le calcul précédent,

k=0 k=0
b =ap(1-k).
k L k
On en déduit b1 =0 et donc @ € F =vect(X"; k& # 0). Réciproquement, soit @ = Z b, X" un élément de F, c’est-a-dire un polyndome sans terme en
k=0
X. Alors, si on pose ap =(1 —k)flbk, k#£0, et a1 =0, le calcul précédent montre que P’ — XP =@ et donc @ € Im(f). Ainsi, Im(f)=F. O

Exercice 3. Soit E =R3. On note % = (&1, 83,653} la base canonique de E et u 'endomorphisme de R? défini par la
donnée des images des vecteurs de la base :

u(&1) = -281+283 ,u(E) = 389 ,u(E3) = —481 +4E3.

1. Ecrire u((x,y,2)) en fonction de x,y et z .

2. Déterminer une base de ker u.
u est-il injectif ? u peut-il étre surjectif?
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3. Determiner rg(u)
4. Déterminer une base de Im u.
5. Montrer que E = ker u@Im u.
Solution : 1. On commence par calculer u(x,y,z). On a
u(x,y,z) = u(xE1 + y&a + 263) = xu(&1) + yu(E2) + zu(83) = (—2x — 42)81 + 3yE9 + (2x + 42)83 = (—2x — 42,3y,2x + 42)
2. Ona
-2x—-4z = 0 x = -2z
(x,y,2) eker(u) = 3y = 0 < y = 0
2x+4z = 0 z = z

On a donc ker(u) = vect(—2,0,1) et le vecteur (-2,0,1) est une base de ker(u). ker(u) n’est pas réduit a {0}, et donc ’endomorphisme u
n’est pas injectif. Comme u est un endomorphisme de I'espace vectoriel de dimension finie [R{3, il n’est pas non plus surjectif, car on a alors

u injectif <= u surjectif <= u bijectif.

3. On sait, d’apres le théoréme du rang, que Im(u) est de dimension 2.

4. On sait aussi que (u(81),u(&2),u(&3)) est une famille génératrice de Imu. Il suffit donc d’en extraire une famille libre & deux éléments.

Mais on vérifie immédiatement que (u(81),u(82)) est une telle famille. C’est donc une base de Im(u) qui est de rang 2.

. Il suffit de montrer que la réunion d’'une base de ker(z) et d’'une base de Im(u) est une base de R3. Autrement dit, avec les calculs réalisés

précédemment, il suffit de voir que la famille ((—2,0, 1),(-2,0,2),(0,3, 0)) est une famille libre. C’est tres facile et laissé au lecteur...

O

Exercice 4. Soit E =R,[X] et soit f I'application définie sur E par f(P)=P(X +1)+P(X - 1) - 2P(X).

1. Vérifier que f est un endomorphisme de E.

2. Quel est le degré de f(X?)?

3. Déterminer ker(f)

4. Déterminer Im(f).

5. Soit @ un polynéme de Imf. Démontrer qu’il existe un unique polynome P tel que f(P) =@ et P(0) = P'(0) = 0.
Solution : 1. f est clairement une application linéaire. Puisque deg(P(X +1)+P(X — 1) - 2P(X)) < deg(P(X)), elle est bien 4 image dans

E.
2. Ona
D
fxPy=Y ‘Z)u +(-1k)xPh _oxP.
E=0

Le coefficient devant X? est nul (il vaut 1+1-2), celui devant xp-1 aussi, et celui devant XP~2 vaut p(p—1). Ainsi, si p = 2, le degré de
f(XP) est p—2. Sinon, f(X?) est le polynéme nul. On en déduit, par linéarité, que f(P) est de degré deg(P)—2 si deg(P) = 2, et est le
polynéme nul sinon.

3. D’apres ce qui précede , ker(f) =Ry[X].

4. Par le théoreme du rang, dim(Im(f)) = p+1-2=p — 1. De plus, on a vu que R, _1[X] < Im(f). C’est donc que Im(f) =R,_1[X].
5. Soit G ={P € Rp[X]; P(0)= P’(0) = 0}. Alors G est un sous-espace vectoriel de Rp[X]. On vérifie facilement que, pour P(X) =apXP +---+ay,

PeG < ag=a1 =0, et donc une base de G est (X2,X3,...,Xp). Ainsi, G est de dimension p — 1. Notons g: G — Im(f), P — f(P). g est
injective, car G nker(f) = {0}. De plus, dim(G) = dim(Im(f)). Ainsi, g est une bijection de G sur Im(f). Ceci prouve le résultat.

O

Exercice 5. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme f de R* qui vérifie les conditions :

Cli
Cg:

fler)=e1—eg+es et f(2e1 +3ey) = eg.
ker(f) ={(x,y,2,t) eR*, x+2y+z=0et x+3y—¢=0}.

ou (e1,eg,e3,e4) désigne la base canonique de R*.

Solution : Un endomorphisme est uniquement défini par 'image d’une base. Il suffit donc de calculer quelles doivent étre les valeurs de
f(e1), flea), f(e3), f(eq). On sait déja que :

— fler)=e1—eg+es. )

— [(Beq)=eg—2f(eq), soit feq) = 5(72e1 +3eg —2e3).

Reste a définir f(eg) et f(e3). Pour cela, on va chercher une base de F ={(x,y,2,t) € R4, x+2y+z=0et x+3y—t=0}. On a aisément :

x x
y =Y

(x,y,2,t) eF — 2 = —x-2y
t = x+3y
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On en déduit que {(1,0,-1,1),(0,1,-2,3)} est une base de F. Puisqu’on veut que F = ker(f), on doit donc avoir
1 1
fle1)—f(e3)+f(eq) =0 = f(e3)= gel + geg

et
fleg —2e3+3e4)=0 = f(eg)=2f(e1)—f(ey).

Donc 'endomorphisme £, §’il existe, est unique. Réciproquement, soit f 'endomorphisme défini par les formules précédentes. Alors le premier
point est vérifié, et puisque 'image d’'une base de F est envoyée par f sur 0, on sait que F' c ker(f). Pour démontrer 1’égalité, il suffit, puisque
dim(F) = 2, de prouver que dim(ker(f)) < 2. Par le théoréeme du rang, il suffit de prouver que dim(Im(f)) = 2. Mais f(e1) et f(e4) sont deux vecteurs
indépendants de Im(f). Et donc dim(Im(f)) =2, ce qui prouve le résultat.

O

Exercice 6. (Les polynémes de LAGRANGE autrement.)

n
Soit (x1,x2,...,x,) une famille de n scalaires deux a deux distincts de K, on pose R = H(X —x;).
i=1
On consideére 'application
u{ Knp—1[X]1—K"
| P~ (P(x1),P(x2),...,P(x,))

1. Montrer que u est linéaire.
2. Montrer que u est un isomorphisme de K,_1[X] sur K".

3. Soit & ={eq,e9,...,e,} la base canonique de K", on pose L; = u_l(ei) pour tout i € [|1,n][].
(a) Vérifier que 8’ ={L1,Ls,...,L,} est une base de K,_1[X].
(b) Donner 'expression de L; pour tout i € [|1,n]].
(c) Montrer que pour tout (y1,ys,...,y,) € K", il existe un unique polyndéme P de K,_1[X] tel que P(x;) = y;
pour tout i € [|1,n][].
P s’appelle le polynéme interpolateur de (y1,y2,...,¥n)-
(d) Montrer que si @ € K[X] tel que Q(x;) = y; pour tout i € [|1,n]], alors il existe S € K[X] tel que @ =P +RS.

Solution : 1. Soit P,Q € K,_1[X]et A €K alors
u(P+AQ) = (P + A@)(x1),(P + AQ)(x2),...,(P + AQ)(xn)) = (P(x1),P(x2),...,P(xn)) + MQ(x1),Q(x2),...,Q(xn)) = u(P) + Au(Q)

2. Puisque dimK,_1[X]=dimK" =n, il suffit de montrer que u est injective . Or

P ekeru = (P(x1),P(x2),...,P(xy)) =(0,...,0)
= Vi=1,...,n; P(x;)=0
= P=0 (car degP<n-1let P admetn racines)

Ainsi keru = {0} et u est injective.

3. (@) u lestun isomorphisme de K" dans K,_1[X] donc transforme toute bsae de K" en une base de IK,,_1[X] .
Ainsi B’ ={L1,Lo,...,Ly} est une base de K, _1[X].

(b) OnalL;= u_l(ei) donc u(L;)=(L;(x1),L;(x2),...,L;(xp))=e; =(0,...,0,1,0,...,0) donc

. N s O sii#)
Vji=1...,n Ll(xj)—élj—{ 1 si i=j
L 1
Des racines de L; on déduit que L; = A H (X —xp), en tenant compte de L;(x;) = 1 on déduit que A = —————— ce qui donne
k=Lk#i M (x—xp)
k=1,k#i
n
1 &C-w
k=1k#i —xp,
Li=—; = 11 =
M (xj—xp) k=Lk#i¥i™%k
k=1,k#i

(c) Tout élément (y1,y9,...,yn) de K" admet un unique antécédent P dans K,_1[X] par u.
Attention 1.1. L unicité de P est basée sur la condition degP <n—1.

(d) Soit @ € K[X] tel que Q(x;) = y; ; La division euclidienne de @ sur P (polynéme de la question précédente) s’écrit @ = RS + B avec
S e K[X] et BelK,_1[X]. En composant avec x;, puisque R(x;)=0on a

Vi=1,..,n B(x;) =Q(x;)=y;

Par unicité de P on conclut que B = P.
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2 EKtude Théorique

Exercice 7. Soient E,F,G trois K-espaces vectoriels, et soient f € L(E,F) et g € £(F,G). Démontrer que
gof =0 < Imf ckerg.

Solution : Supposons d’abord que gof =0, et prenons y € Imf. Alors il existe x € E tel que y = f(x). Mais alors, g(y) = go f(x) = 0, et donc
yekerg.
Reciproquement, supposons que Imf < ker g. Alors, pour tout x € E, f(x) € Imf c kerg, et donc g(f(x)) =0, prouvant que go f =0.

O

Exercice 8. Soit E un espace vectoriel et f € Z(E) tel que, pour tout x € E, la famille (x, f(x)) est liée. Montrer
que f est une homothétie

Solution : Lhypothese nous dit, que pour tout x non-nul, il existe un scalaire A tel que f(x) = Axx. On doit prouver quil existe un scalaire A
tel que A = A pour tout x de E, ou encore que Ax = Ay quels que soient x et y non-nuls.

¢ Sila famille (x,y) est liée, c’est clair, car y = ux et pdyx = Ayy = f(y) = uf(x) = pAxx et on peut simplifier par ux # 0. Si x = y = 0 on choi-
sit Ap comme on veut.

e Sila famille (x, f(x)) est libre, calculons f(x + y). D’'une part,
flx+y)= /1x+y(x +y)= /1x+yx + Ax+yy;

d’autre part,

flet+y)=F)+f(y)=Ax+Ayy.
Puisque la famille (x, y) est libre, toute décomposition d’'un vecteur a I'aide de combinaison linéaire de ces vecteurs est unique.
¢ On obtient donc Ax = Ay = Ax+y, ce qui est le résultat voulu.

Exercice 9. Soit f € £(E) et soient «, § deux réels distincts.
1. Démontrer que E =Im(f — aldg)+Im(f - BIdEg).
On suppose de plus que
(f —aldg)o(f —BIdg) =0.

2. Démontrer que f est inversible, et calculer £~ *.
3. Démontrer que E =ker(f —aldg) @ ker(f — BIdE).
4. Exprimer en fonction de f le projecteur p sur ker(f — alIdg) parallelement a ker(f — Idg).

Solution : 1. On remarque que
B-a)Idg =(f —aldg)—(f — BIdE).

Autrement dit, six€ E, on a x = y +z avec

y=(f—aldg)(y1) et y1 = x

et

z=(f-PIdg)z1) et z1 = x.

a-p
2. La relation s’écrit encore
f2—(a+P)f+apldg =0
soit

1
(f—(a+P)dg)=Idg

f°_aﬁ

et
jiﬁ(f—(a+ﬁ)ldE)circf =Idg

1
(f —(a+PIdg).

ce qui prouve que f est inversible, d'inverse B
-a

3. On commence par prouver que les espaces vectoriels sont en somme directe. En effet, si x € ker(f — aldg)nker(f — BIdg), alors
fx)=ax et f(x) = fx

ce qui prouve que (f—a)x =0 = x = 0. D’autre part, la relation implique que Im(f — fIdg) c ker(f — aldg). Mais dans cette relation,
tout commute et on a aussi

(f-BIdg)o(f —aldg)=0
et donc Im(f — aldg) c ker(f — fIdg). 1l suffit maintenant d’appliquer le résultat de la premiére question pour conclure. En effet, si
x=y+zavecyelm(f —aldg) et zeIm(f — fIdg), alors x =y +z avec y e ker(f — BIdg) et z € Im(f — aldpg).
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4. On utilise a nouveau le résultat de la question 1. En effet, avec les mémes notations que ci-dessus, on a p(x) = z et donc

p(x)=(f—ﬁIdE)(a:3x).

Exercice 10. Soit E un R-espace vectoriel. Soient p et ¢ deux projecteurs de E.
1. Montrer que p + ¢ est un projecteur si et seulement si pog=qgop =0.
2. Montrer que, dans ce cas, on a Im(p + q) = Im(p) @ Im(q)
3. Montrer que ker(p + q) =ker p nkergq.

Solution : 1. La condition est suffisante. En effet, si poq =qop =0, alors
(p+q)®=p?+pog+qop+q®=p+q
et donc p + q est un projecteur.
Réciproquement, si p + g est un projecteur, alors le calcul précédent donne
peq+qop=0.
On a alors :
peq=p?eq=po(pog)=—polgop)=—(poglop=(gop)op=gop.
On obtient donc 2p o g =0, ce qui entraine poq =0 et par suite gop =0.
2. Prouvons d’abord que Im(p) et Im(g) sont en somme directe. En effet, si x € Im(p)nIm(q), alors x = p(x) et x = g(x) d’ott x = p(x) = p(q(x)) =
0.
D’autre part, il est clair que Im(p + ¢) < Im(p) + Im(q). Réciproquement, soit z = p(x) + ¢(y) € Im(p) + Im(q). Alors
p(2)=p)+ pogq(y) = p(x) et ¢(z) = g o p(x) + ¢ %(3) = q(p).
Ainsi, z =(p +q)(z) € Im(p + q).

3. On a toujours ker(p) nker(q) < ker(p + ¢). Réciproquement, si p(x)+ q(x) = 0, alors puisque Im(p) et Im(g) sont en somme directe, on a
p(x)=0et g(x) =0, d’ou x € ker(p) Nnker(q).

O

Exercice 11. (kerf et Imf sont supplémentaires?) : Soit f € L(E)
1. Montrer que
B ker f =ker f2
E=kerfoelmf < { Imf = Imf?
2. On suppose ici £ de dimension finie .
(a) Montrer que
kerf =kerf?<  Imf =Imf?

(b) Que devient I’équivalence de 1.

Solution : 1.

e On a toujours I’ inclusion kerf c kerf2, pour lautre , soit x € kerf2 cest adire f(f(x)) =0 donc f(x) € kerf or f(x) € Imf donc
f(x)eker f nImf = {0} par suite x =0.
e On a toujours I’ inclusion Imf 2c Imf, pour l'autre , soit y € Imf c’est a dire il existe x € E tel que f(x) =y donc or E =kerf & Imf
donc
Aa,b)ekerf xImf : x=a+b
Posons b = f(b') alors
y=f@=fla+b)=fb)=f>®") e Imf>

o Soit xekerf NImf donc x = f(a) aveca € E et f2(a) =f(x)=0 par suite a € kerf2 =kerf et par conséquence x = f(a) =0.
e Soit x € E.On veut montrer que x =a + b avec (a,b) eker f xImf.On a f(x) € Imf = Imf2 donc il existe y € E tel que f(x) = fz(y) donc
fx—f(¥)=0.Posonsa=x—f(y)etb=f(y)alorsackerf etbelmfetx=a+b.

2. (a) supposons ker f = kerf2 on sait que Imf2 cImf,le theorem du rang applique a f et a f2 donne

dimker f + dimImf = dimE = dimker £2 + dimImf?2
—~ -
Theo rang de f Theo rang de f2
En tenant compte de dimker f = dimker f 2 on déduit que dimImf 2 = dim Imf par suite Imf 2=Im f.

On fait de méme.

(b) Dans le cas dimE < co
E=kerfoImf = kerf:kerf2 s Im}“:Imf2

Remarque 2.1. Cet exercice nous donne les conditions nécessaires et suffisantes pour que kerf et Imf soient supplémentaires . En dehors de
ces conditions ker f et Imf ne sont jamais supplémentaires . O
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Exercice 1

Soient f, g deux endomorphismes d"un K-espace vectoriel E de dimension finie .
On rappelle que que le rang d'un endomorphisme u est rgu = dim Zmu.

1. Ecrire la formule du rang d’un endomorphisme u.

Montrer que Zmgof C Zmg. Que peut- on déduire sur rg g et rg(gof)
Montrer que kergof = f~!(kerg).

Montrer que Ker f C kergof

En déduire que rg(gof) < rg f.

S N

Soit v La restriction de g a Zmf, identiquement équivalent

Imf — E
{ — g(x)

a. Montrer que  kerv =Zmf Nkerg.
b. Montrer que rg(f) =rg(gof) +dimZmf Nkerg

Exercice 2

i o B = R
1. Montrer que e & estbien définie.
2. Montrer que ® est un endomorphisme.
3. Déterminer ker ®. L’ endomorphisme P est - il injective ?
4. Justifier sans calcul supplémentaire que ® n’ est pas surjective .
5. Déterminer dimZm®.
6. Déterminer une base de Zm®.
7. Montrer que R,[X] =ker® & ZImd
8. Déterminer ®*(P) pour tout P € R,[X].
9. Montrer que ker ®? = ker ®.
10. Endéduire que Zmd* = Tmd.
11.  Soit (1, X, ..., X") la base canonique de R, [X] .
a.  Calculer ®(X¥) pour tout k € [1,1]] .
b. Montrer quepour toutm € N;  ®"(X¥) = k" X* pour tout k € [[1, 1] .

c. Déterminer pour m € N, ker ®" et Zm®"

n
d.  Donner l'expression ®" (P) lorsque P = ) a Xk
k=0
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PCSI 2

Exercice 1

Soient f, g deux endomorphismes d"un K-espace vectoriel E de dimension finie .
On rappelle que que le rang d'un endomorphisme u est rgu = dim Zmu.

1. Laformule du rang d’un endomorphisme u est

dim E = rgu + dimkeru

e  Montrons que Zm(gof) C Tmg.
Siy € Im(gof) alors il existe x € E tel que y = g(f(x)), en posant x' = f(x) onay = g(x') € Img.
Ainsi  Zm(gof) C Img.
. On prenant les dimensions dans l'inclusion précédente on déduit que dimZm(gof) < dimZmg ce qui identiquement équivalent a

rg(gof) <rgg

xckergof < g(f(x))=0 & f(x)ckerg & x¢cf lkerg)
d’ ou kergof = fl(kerg).
4. Montrons Ker f C kergof.Six € Ker f alors f(x) = 0, comme g est lineaire on a
gof(x) = g(f(x)) = g(0) =0
donc x € ker gof par suite Ker f C ker gof.

5. En passant a la dimension dans l'inclusion précédente on obtient
dim Ker f < ker gof. (%)
par le théoreme du rang appliqué a f et gof ona
dimker f = dimE —rg f et dimkergof = dimE —rg(gof)

puis en remplagant dans (*) on obtient

rg(gof) <r1g f.

6. Soit v La restriction de g a Zmf, identiquement équivalent
Imf — E
v
xo o gly)

x €kerv o x e Imfetv(x) =0 x € Imfetg(x) =0 x € Imf Nkerg.

Dot
kerv =Zmf Nkerg

b. Enappliquant le théoréeme du rang a v on obtient
dimZmf = dim Zmv + dim ker v
orkerv=ZImfNkergetZmv = g(Imf) = gof(E) = Imgof ce qui donne

rg(f) =rg(gof) +dimZmf Nkerg

Exercice 2

ot oy B R

P — Xp!

1. Ils’agit dans cette question de s’assurer que si P € R,[X] alors ®(P) € R, [X]; Or ceci est le cas puisque

VP € R, [X]; deg(®(P)) = deg(P)
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10.

11.

Pour tous P et Q dans R, [X] et A dans R on a

O(P+AQ) = X(P+AQ) = XP' + AXQ' = ®(P) + AD(Q)

ainsi @ est une application linéaire de R,,[X] dans lui méme donc ¢’est un endomorphisme.

Peker® < d(P)=0XP =0P =0PcR
Ainsi ker ® = R
ker ® =R # {0} donc !’ endomorphisme ® n’ est pas injective .
Puisque ® est est un endomorphisme de R, [X] qui est de dimension finie on a
@ injective < O surjective < P bijective
et puisque ® n’ est pas injective alors @ n’ est pas surjective .

Par la formule durang dimZm® = dimR,[X] —dimker® =n+1—-1=n.
Soit (1, X, ..., X") 1a base canonique de R,;[X] . On sait que

Im® = Vect(®(1), D(X), ..., ®(X")) = Vect(0, X,2X?, ..., nX") = Vect(X,2X?,.., nX")

et puisque la famille (X, 2X2, ..., nX") est libre (car échelonnée en degré ) elle constitue une base de  Zm®.

Le polynéme constant (1) constitue une base de ker ® et (X,2X?, ..., nX") est une base de  Zm®
et la réunion des deux bases : (1, X, 2X2, ..., nX") est une base de R,;[X] donc

Ry[X] = ker ® & Imd
Pour tout P € R, [X] on a
®?(P) = ®(XP') = X(XP') = X(P' + XP") = XP' 4 X2P"
Montrons que ker ®? = ker ®.
On a toujours l'inclusion ~ ker ® C ker @2 (voir exercice 1).

Soit P € ker ®%, donc 0 = ®?(P) = ®(P(P)) par suite ®(P) € ker ® or on a clairement
®(P) € Zm® donc ®(P) € ker ® N ZmP = {0} (car supplémentaires) ce qui montre que ®(P) = 0 et assure "autre inclusion.

On a toujours l'inclusion  Zm®* C Zm®. On appliquant le théoreme du rang a ® et ® on a
dim Zm® + dim ker ® = dim R, [X] = dim Zm®? + dim ker &?

or dim ker ®* = dim ker ® donc dim Zm®? = dim Zm® et vu I'inclusion précédente on conclut que Zm®?* = Zm®.
Soit (1, X, ..., X") la base canonique de R, [X] .

a. Pourtoutk € [1,n]ona  ®(XF) = kx*

b. Soitk € [[1, n] fixé. Par récurrence sur m on montre que

vmelN; " (xF) =kmxk

c. Soitm € N,
o Imd" = Vect(d"(1),®(X),.., D" (X")) = Vect(X,2"X?, ..., n"X") = Vect(X, X, .., X") = Tm®d
e ®"(X¥) = 0sietseulement si k = 0 donc ker ®" = R = ker ®

n
d. SiP= Z aka alors
k=0

n n
o"(P) = Y g @"(XF) = Y k" X
k=0 k=0
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Exercice 1
1. Montrer que les parties de F([a, b],R) suivantes sont des sous-espaces vectoriels :

a) F={feC([a,b],R)]| f'(a) = f'(b)}
b) G = {f e C(la, b, R) | [* f(t)dt = o}

2. Soient F = {f eC(-1,1],C) | [, f(t)dt = o}

et G={feC([-1,1],C)| f constante}.
Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de
C([ilv 1] 7((:)

Exercice 2
Montrer que les ensembles suivant sont des sous espaces vectoriels , déterminer une base
et un supplémentaires pour chacun d’entre eux

L By ={(z,y,2) eR3 z+y+32=0};

Ey ={(z,y,2,t) € R} =y =2z = 4t};

Ez ={(z,y,2) €ER? 22+ 3y —52=0} N{(x,y,2) ER3; x —y+ 2= 0};
Ey = {P € Ry[X]; P(0) = P(2)}.

Bs = {P € RyX] / P(0) = P'(0) = P(1) = 0}

“Tn) € R"/x1 + 2, =0}

S gt W

Es = {u = (z1,22,- -

Exercice 3

iv: v i ¢ i
Montrer que les ensembles suivant sont des sous espces vectoriels , déterminer une base
pour chacun d’entre eux

1. Fj, 'ensemble des solutions de I'équation différentielle y' — a(x)y = 0, ol a est
continue sur R .

Es, ensemble des solutions de ’équation différentielle 4" + y' — y = 0.
E3, I'ensemble des solutions de ’équation différentielle vy — 2y’ + y = 0.
B, = {(un) €CN|VYn €N, Uupto = Upi1 —I—un}.

Es = {(un) € CY|Vn e N upyo = dupyq — 4un}.

A

Exercice 4
Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de E. Montrer que FNG=F +G < F =(G.

Exercice 5
Soient E un Ke-v ,F, G deux s-e-v de(FE, +,.) tels que E = F UG Montrer que F = E ou
G=F

Exercice 6
Soient F,GetH des s.ev d'un K-ev FE . Comparer :FN(G+ H) et (FNH)+ (FNG)

page

Exercice 7
Dire si la famille U suivante est libre ou non, et si non donner une relation de liaison de
ces vecteurs :

1. U= (x,y) avec z = (1,2) et y = (4, —3)

2. U= (z,y,2) avec z = (0,1,2) et y = (1,2,-3) et z=(—1,0,7)

3. U= (z,y,2) avecz = (1,-1,2) et y = (2,—1,-3) et z=(—1,1,1)

4. U = (z,y,2,t,f) avec x = (2,1,-1,9) et y = (1,2,1,5) et z = (1,—1,—2,3)et

t=(11,—1,-2,13)et f = (1,—10, —20, 23)

— U3y eeey Up—1 — Up, U, — V1) OU (1, ...0,,) est une famille de vecteurs
6. U = (v1+v2,02+03, ..., Up—1 4+ Vp, vy +v1) ot (v1,...v,,) est une famille de vecteurs
de K% et n paire

Exercice 8
Soient
fn:R—=R . gn:R—=R
x +— Cos(nz) € x +— Cos™(x)
Dans le R-ev R® Comparer vect((f,)nen) et vect((gn)nen)

Exercice 9
Soient Eun K-ev et F,G, H, L des s.ev de E tels que : F'+ G et H + L soient directes.
Démontrer que :
FeGCcHeasL
{ FcHeaGep —W=HaG=1L

Exercice 10
F,G deux s-ev d’'un K-ev F avec F'+ G = E. Soit F’ un supplémentaire de F'N G dans
F. Montrer que F' & G = E.

Exercice 11
Soient u,v,w trois vecteurs d'un K-ev F.

1. Montrer que : vect(u,v) = vect(u,w) < Ja, f,v € K; 5.y # Otel que
au+pBu+yw=0

2. Soit F' un S-ev de E.Montrer que :F'+ Kv=F + Kw,&,3u € F,a, 5 € K,a.8#0
tel que u + a.v + f.w =10

Exercice 12
1. Soit
Jgo: R— R

T e e €R

{ fa:R—=R

,a € R, etsoit
x|z —al

Montrer que les deux familles :(f,)acr, (ga)acr sont libres dans R,
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2. Déterminer une base de H

fn:R—=R . gn :R—R . . o . . "
{ >+ Cos(nz) n € N et soit 2 > Sin(nz) ,neN 3. Soit w=(1,1,...,1) . Montrer que vect(u) est un supplémentaire de H dans R

Montrer que :(fo, ..., fn, g1, -, gn) €st libre dans RE. Exercice 15
soit U = (u1,...,Un, Upt1)une famille de vecteurs d’'un K—e.v E.Montrer que :
Exercice 13 1. si (ug,...,up) est libre et wp41 ¢ vect(uy, ..., u,)alors U est libre

Soient Eun K-ev et F,G, H, L des s.ev de FE tels que : F + G et H 4+ L soient directes.

Démontrer que : 2. 81 U est génératrice et u, 1 € vect(uy,...,uy,) alors (uq,...,u,) est génératrice
{ Iféeg Zt}é@cLL ={F=HetG=1L Exercice 16
Soit F'={P € R4[X]/ P(0) = P'(0) = P(1) =0}
Exercice 14 1. Montrer que F est un sous espace vectoriel de Ry[X]
Soit H = {u = (z1,%2," -, &) € R"/z1 + 2, = 0} 2. Déterminer une base de F
1. Montrer que H est un s.e.v de R™ . 3. Montrer que G = Vect(1,X,1+ X + X?) est un supplémentaire de F' dans R4[X]

page :2/ 2



Série d’exercices Dimension finie

Exercice 1

Vérifier que les familles suivantes sont libres de E puis les compléter en une base de E.

1. E=R* ;B=((1,2-1,1);(1,0,1,0))
2. E=Ru[X](n>3) ;B=(X+1,X3-X)

Exercice 2

Montrer que la famille B est une base de K,,[X] dans les cas suivants :
1. B=(pP,P/,., P(")) ot P un polynome de degré n
2. B=(Po<k<n OU Py=1 et VkeN", P =XX+1)(X+2)..(X+k-1)
3. B=(Ep)ock<n ou Ep=XxF1+x)"*

Exercice 3

Soit # un entier supérieur o1 égal a 2. Soit R,,[X] I’espace vectoriel des polynomes a coefficients dans Rde degré inférieur ou égal a n.

1. Montrer quela famille B=(1,X—-1,(X - 1)(X —2),..., (X —1)(X — 2)...(X — n) ) est une base de R, [X].
2. Calculer les composantes deX? 4 3X + 1 dans B.

Exercice 4

On considere dans R? : { v =(1,201) v =(1021) v =(2,0,4,2)

w = (1,2,1,0) ws=(~1,1,1,1) w3 =(2-1,01) ws=(2222).
Montrer que (v1,v;y) est libre et que (v, v, v3) est liée.

Montrer que (w1, wp, w3) est libre et que (wy, wyp, w3, wy) est liée.

Montrer que (v1, vy, w1, w;) est libre.

L

Soit F le sous-espace vectoriel de R* engendré par (vq,0,v3).

a. Déterminer une base de F.
b.  Donner un supplémentaire de F.

Soit G le sous-espace vectoriel engendré par (w1, wp, w3, wy). Déterminer une base de G.
a. ATlaide des bases trouvées en 4. et 5. construire un systéme générateur de F + G.
b. Endéduire que F + G = R*.

7. a. Montrer que v; + vy estdans FN G.

b. Calculer la dimension de FN G.
¢.  Donner une base de FN G.

8.  F et G sont-ils supplémentaires ?

Exercice 5

On considere la partie F de R* définie par: F={(xyz1t) € R x+ y=0etx+2z=0}.

Donner une base de F.

Compléter la base trouvée en une base de R*.

Onposeu; = (1,1,1,1), up = (1,2,3,4) etus = (—1,0,—1,0). La famille (uq, uy, us) est-elle libre?
On pose G l'espace vectoriel engendré par les vecteurs uy, uy et u3. Quelle est la dimension de G?
Donner une base de FN G.

En déduire que F 4+ G = R*.

NS 9w

Est-ce qu’un vecteur de R* s’écrit de facon unique comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G?

Exercice 6

Montrer que les sous espaces vectoriels suivants sont supplémentaires Dans I'espace R* :
F = Vect((1,0,1,0),(1,0,0,1)) et G= {(x,y,z,t) ERY /x+y+z=0ctx—z= 0}




Série d’exercices Dimension finie

Exercice 7

Soit E = {(xn)n/Vn € N : xyi3 — X0 — X1 + X = 0}

Ei ={(xn)n/VYn € N:x,41 +x, =0}

Ey = {(xn)n/Vn € Nt xy 42 — 2xp41 + xp = 0}

Montrer que E; et E; sont des s-e-v supplémentaires dans E.

Exercice 8

DansKj [X] ,soit la famille B = (P, Py, ..., P;) une famille & n+1 polynomes telle que :
Vk €[] 0,n|],deg(P) = k.
Montrer que B est une base deK, [X].

Exercice 9

Déterminer le rang de la famille F du C-espace C* et éventuellement les relations entre les vecteurs de F :

1 i 0 1-i
B (O O TV I O A R O I

P o |7 2= 7L 1 ] 2
i 1+i 2+i —1—i

quel est le rang de F dans le R—espace C* ?

Soit E un Cespace vectoriel de dimension n. Montrer que E considéré comme un R espace vectoriel est de dimension 2n.

Soient E un K e-v de dimension finie ,F, G deux s-e-v de E de méme dimensions .
Montrer qu’il existe un s-e-v H de E supplémentaire & F et & G. (Indication : Faire une récurrence sur dim(E) — dim(F)).
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