Ecole Royale de I’air de Marrakech Exercices Corrigés de probabilité Année 2019/2020

1. Espaces probabilisés

Exercice 1 [Solution]
On lance un dé équilibré jusqu’a l’obtension d’un 6. Quelle est la probabilité que tous les nombres
obtenus soient pairs?

Exercice 2 (Lemme de Borel Cantelli)
Soit (2, T,P) un espace probabilisé et (A,)n,en une suite d’événements.

@ Montrer que, si les événements A, sont deux a deur incompatibles, alors 1irJIr1 P(A,) = 0.
n—-+oo

@ Montrer que, si la série Z]P’(An) converge, alors P ﬂ U A | =0.

n>0 neNk>n

Exercice 3 [Solution]

Une urne A contient 6 boules blanches et 5 noires, tandis qu’une urne B contient 4 boules blanches
et 8 boules noires. On transfére aléatoirement deux boules de l’urne B dans l’urne A, puis on tire
une boule dans l’urne A.

@ Calculer la probabilité que l’on tire une boule blanche.

@ On a tiré une boule blanche. Calculer la probabilité qu’au moins une boule blanche ait été
transférée de l’urne B a lurne A.

Exercice 4 [Solution]

Un fumeur essaye de ne plus fumer. S’il ne fume pas un jour donné, alors la probabilité qu’il ne
fume pas le lendemain est p €]0,1[. S’il fume un jour donné, alors la probabilité qu’il ne fume pas le
lendemain est 1 — p.

On note p, la probabilité que cette personne ne fume pas le n-éme jour.

® Déterminer une relation de récurrence entre p,, et p,.

@ En déduire une expression de p,.

® Calculer lim p,. Interpréter le résultat.
n——+oo

Exercice 5 [Solution]

Une particmuve a linstant 0 au point d’abscisse a ot a € [0, N]. Si a Uinstant n sa position
est x,, a linstant n+1 on a x,11 = x, + 1 avec une probabilité p et x,_1 avec une probabilté 1 —p. Le
processus se termine lorsque z, =0 ou z, = N.

Soit p, la probabilité pour que, partant de a, le processus se termine en 0.

@ Calculer py et py.

@ On suppose que 0 < a < N. Montrer que p, = ppa+1 + (1 — p)pa—1-

® En déduire p,.

@ On note q, la probabilité pour que, partant de a, le processus se termine au point N. Calculer
Pa + Go- Que peut-on en déduire ?

Exercice 6 (Indicatrice d’Euler)
Soit n > 2 un entier naturel. On choisit de maniére équiprobable un des entiers compris entre 1 et

n : Soient p un diviseur positif de n et A, l’événement : 7 le nombre choisi est divisible par p”.
@ Vérifier que P(A,) = .

P
@ Sotent pi,po,...,p. les diviseurs premiers de n.
(a) Montrer que les événements A, , A,,,...,A,. sont mutuellement indépendants.

(b) On désigne par o(n) la fonction indicatrice d’Euler définie sur N* par
o(n) = Card{k € [1,n], kAn=1}
i) Exprimer l’événement A ” le nombre choisi est premier avec n” en fonction de A, ,Ap,, ..., Ap,..

i) En déduire que ’
. 1 1
p(n)=n 1—>:n (1—)
=Tl (5) = T (1)

p premier
p divise n

2. Variables aléatoires de lois discretes
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Exercice 7 [Solution]

Soit p €]0, 1[. On considére une piéce amenant pile avec la probabilité p. On lance cette piéce jusqu’a
l’obtension pour la deuxiéme fois pile.

On note X le nombre de faces obtenus lors de cette expérience.

@ Déterminer la loi de X.

@ Montrer que X admet une espérance et la calculer.

Exercice 8 [Solutio
Soit p €]0,1] et r € N*.
On dépose une bactérie dans une enceinte fermée a linstant t =0 (le temps est erprimé en secon-
des). On envoie un rayon laser par seconde dans cette enceinte.

Le premier rayon laser est envoyé a linstant t = 1.

La bactérie a la probabilité p d’étre touchée par le rayon laser.

Les tirs de laser sont indépendants.

La bactérie ne meurt que lorsqu’elle a été touchée r fois par le rayon laser.

Soit X la variable aléatoire égale a la durée de vie de la bactérie.

® Déterminer la loi de X.

k\ XE\ 1
@ Montrer que pour tout ¢ € N et x €] — 1,1], kz>q ( )x 9 converge et g (q)x 7= m.

® En déduire que X admet une espérance et la calculer.

Exercice 9 [Solution]

Soit X, et Xy deur variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q,T,P) indépendantes
suivant une loi de Bernoulli de paramétre p €]0,1[.

Déterminer la loi de Y = Min(X1,X2) ainsi que la loi de Z = Max (X1, X2).

Exercice 10 [Solution

Soit X une variable aléatoire définies sur un espace probabilisé (2, T,P) suivant une loi de Poisson
de paramétre )\ >.

On pose Y = cos(nX).

@ Vérifier que Y est une variable aléatoire réelle.

@ Déterminer la loi de X.

Exercice 11 [Solution]
| S— |
Soit n un entier tel que n > 2 et p €]0,1].
On considére n variables aléatoires X1,X1,..., X, définies sur un méme espace probabilisé (2, T,P),
mutuellement indépendantes et de méme loi géométrique de paramétre p.
On considére la variable aléatoire Y, définie par Y, = 1121_21 (X5).
® Soit k € N*. Calculer P(Y, > k). En déduire P(Y, <k), puis P(Y,, =k).
@ Reconnaitre la loi de Y,,. En déduire E(Y,) et V(Y,).

Exercice 12 [Solution]
| S—
® Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.

Montrer que, pour tout n € N*, on a :

zn:kIF’(X = k) = TLZ_:IP’(X > k) — nP(X > n)
k=0 k=0

@ On suppose que ZIP’(X > k) converge. Démontrer que X admet une espérance.

k>0
® Réciproquement, on suppose que X admet une espérance. Démontrer alors que (nP(X >n)), g
converge vers 0, puis que la série ZP(X > k) converge, et enfin que

k>0

E(X) = f[@(x > k)
k=0
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Exercice 13 [Solution)

On dispose d’une urne contenant N boules indiscernables au toucher numérotées de 1 a N. On
effectue, a partir de cette urne, n tirages successifs d’une boule, avec remise, et on note X le plus
grand nombre obtenu.

@ Soit k € N. Que vaut P(X <k) ? En déduire la loi de X.

—1 n
k
@ a aide de l’exercice précédent, vérifier que E(X) =N — E (N) .
k=0

® En déduire que lim M - .

Notoo N n+1
Exercice 14 (D’apres CNC 2017) ‘Solutiog
On dispose d’un jeton non truqué & deux faces numérotées 1 et 2 et d’un dé tétraédriques (famille
des pyramides de quatre faces triangulaires), équilibré, dont les faces sont numérotées de 1 a 4.
On lance le jeton et on note N le numéro obtenu, puis on lance N fois le dé et pour chaque lancer,
on note le numéro de la face d’appur du dé. Soit S la somme des numéros obtenus lors des ces N
lancers, (si N =1, le dé est lancé une seule fois et S est le numéro lu sur la face d’appui du dé).
® Déterminer la loi de N.
@ Donner la loi conditionnelle de S sachant [N = k], pour k =1, puis pour k = 2.
® En déduire la loi de S, puis son espérance et sa variance.

Exercice 15 (D’aprés CCP 2016)

® Démontrer que la famille (;ﬁ%)(n m)eN? est sommable et calculer sa somme.

@ Soit X etY deux variables aléatoires sur un meme espace probabilisé a valeurs dans N.
On suppose que la loi conjointe du couple (X,Y) vérifie :

2 . . _n+m
(a) Vérifier que la relation ci-dessus définit bien une loi conjointe.

(b) Démontrer que les variables aléatoires X etY suivent une meme loi.
(c) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes.

Exercice 16 [Solution]
Soit X une variable aléatoire sur l’espace probabilisé (0, T,P) suivant la loi de Poisson de paramétre

A>0.
Montrer que Y = %ﬂ admet une espérance et la caculer

3. Variables aléatoires de lois continues

Exercice 17 [Solution

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, T,P) et suivant la loi uni-
forme sur [0,1].

Détérminer la lot de Y = —In(X). Reconnaitre la loi de Y. En déduire E(Y) et V(Y).

Exercice 18 [Solution]
e

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, T,P) et suivant la loi normale
22
centrée réduite: X ~ N (0,1) si Vx € R, fx(z) = \/%677) .
On dit qu’une variable aléatoire Z suit la loi Gamma de paramétre (o, \) ot o, > 0 et on note
A\ a—-1,-Xz ,—% ;
=% e MeT2 st >0
Z ~T(a, ) si fz(t) =3 5@ )
0 six <0

“+o0
Ou Vx> 0,T(z) = / t*Le~tdt.

0
® En utilisant, la loi normale centrée réduite, calculer F(%)
@ On considére la variable aléatoire Y = X2.
(a) Exprimer Fy en fonction de Fx.
(b) En déduire que Y = X* suit la loi I'(3, 3).

Exercice 19 [Solution]
Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, T,P) et suivant la loi expo-
nentielle de paramétre \ > 0.
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Pour tout réel x, [x] désigne la partie entiére de .

On définit ’application Y = [X] partie entiére de X.

@ Vérifier que Y est une variable aléatoire.

@ Pour tout k € N*, calculer P(Y =k —1).

® En déduire que Y + 1 suit une loi géométrique dont on donnera le paramétre.

@ FEn déduire l’espérance et la variance de Y + 1, puis l’espérance et la variance de Y.

Exercice 20 [Solution)

Soit X une variable aléatoire réelle et suivant la loi exponentielle de paramétre A > 0 et Y est une
variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramétre p €]0,1[ définies sur le méme espace prob-
abilisé (U, T,P).

On suppose que X etY sont indépendantes et on définit Uapplication T par T = %

@ Justifier que T est une variable aléatoire réelle.
@ Vérifier que pour tout réel t, (T > 1) = U Y =k) N (X > tk).

keN*

pe >

——— 1t >0
® En déduire que pour tout réel t, P(T >t) = { 1-(1-pe™™ stt=4
1 sit <0

@ Montrer que T suit une loi continue, puis déterminer sa fonction de densité fr.

Exercice 21 (D’aprés CNC 2019)
Pour tout entier naturel n, on définit la fonction g, de la variable réelle x par :

22
Vo € R, g,(x) = 2" exp (2>

@ Soit n € N. Montrer que la fonction g, est intégrable sur ’intervalle [0, +ool.
a

+oo
@ Pour tous a >0 et n € N, on pose I, = / gn(z)dz et I,(a) = / gn(z)de.
0

(a) Soit n € N. Pour tout a > 0, établir une relation entre les intégrales I,,(a) et I, 2(a) a l’aide d’une
intégration par parties puis en déduire que I, o = (n+ 1)I,.

(b)En wutilisant la loi normale centrée réduite, justifier que Iy = \/g

(c) Calculer la valeur de lintégrale I, et montrer que, pour tout entier naturel n > 1

[7 (2n)!
_ o __on|
Ign = B Q"’I’L! et Ign+1 =2"n!

gi(x) six >0,
0 stz <0.

® Soit g la fonction définie pour tout réel x par : g(x) = {

(a) Démontrer que g est une densité de probabilité.

(b) Soit X une variable aléatoire réelle admettant g comme densité de probabilité. Justifier que X
admet une espérance E(X) et une variance V(X) puis préciser leur valeur.

(c) On désigne par F et G les fonctions de répartitions respectives des variables aléatoires X et
Y = X2. Pour tout réel x, exprimer G(z) en fonction de F(\/x), puis en déduire que Y est une
variable & densité. Reconnaitre la loi de Y et donner la valeur de son espérance E(Y) et de sa
variance V(Y).

4. Fonctions génératrices

Exercice 22 (D’aprés CCP 2019)

Un sac contient quatre boules : une boule numérotée 0, deux boules numérotées 1 et une boule
numeérotée 2.

On effectue n tirages d’une boule avec remise et on note S, la somme des numéros tirés.
Déterminer pour tout t €] —1,1], Gg, (t) et en déduire la loi de S,,.

Exercice 23 [Solution]
Soient X1, X5, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes de lois de Poisson de parameétres respectifs
A1, A2, ..., Ap > 0. Déterminer, en calculant sa fonction génératrice, la loi de X1 + Xs + ... + X,,.
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5. Inégalités et théoremes limites

Exercice 24 [Solution]

—_————
Soit n un entier naturel et X une variable aléatoire suivant la loi géométrique g(%)
® Montrer que P(X > n?)
@ Montrer que P(X > 2n)

<L
<1-1.
n
Exercice 25 [Solution]
. |==—_. | , . . . , .
Soit (pn)nen une suite de réels de [0,1] tel que hrf np, = A et (X, )nen une suite de variable aléatoire
n——+0oo

telle que X,, suit la loi binomiale de paramétre (n,p,).
Montrer que la suite (X,),en converge en loi vers X ot X suit la loi de Poisson de paramétre ).

Exercice 26 [Solution]

Appliquer le théoréme central limite a une suite (X,,),>1 de variables aléatoires indépendantes de loi

nok
. . ) . _ n 1
de Poisson de paramétre 1, pour démontrer que lim e " g — = .
n—-+oo =0 k!

2
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Corrigés d’exercices I

Espaces probabilisés

Solution de 1’exercice N1 [Retour a I’énoncé
Pour tout n > 1, on considére les événements A ” Tous les nombres obtenus soient pairs ” et A, ”

Les n premiers nombres obtenus sont pairs ”. Comme la suite (4,),>1 est décroissante et A = ﬂ A,
n>1

alors P(A) = lim P(A,)= lim <3> =0K

n—-+oo n—-+oo 6

Solution de I’exercice Ne2 [Retour a I’énoncé|

® Comme les événements A, sont deux a deux incompatibles, alors la série Z P(A,,) est convergente

n>0
et sa somme est égale a P (U An>, en particulier lim P(A4,)=0.
neN n—-+oo
@ On suppose que la série ZIF’(An) est convergente.
n>0
—+o00
Pour tout n € N, ﬂ UAkC UAk’ donc 0 <P ﬂ UAk <P UAk gZP(Ak).
neNk>n k>n neNk>n k>n k=n
—+oo
Puisque la série P(A,) est convergente, alors P(A;) — 0, par suite P A | =0K
q HEZ:O ( n) g 9 I;L ( k:) A s P TQN]CLEJ” k

Solution de ’exercice Ne3 [Retour a I"’énoncé
Notons B I’événement ” on a tiré une boule blanche ” et pour i € [0,2], A; ’événement ”on a transféré
i boules blanchses de 'urne B ClaIng 4l’urne A”. s

On a P(AO) - ((122)) - %7 P(Al) - (E)é;) B %’ P(AQ) - ((1})) - 6%3'

@® Comme (Ag, A1, A3) est un systéme complet d’événements, d’apres la formule des probabilités to-
tales P(B) = P(B/Ao)P(Ag) + P(B/A1)P(A1) + P(B/A2)P(Ag) = & x B+ T x 324 & 6 — 220,
@ On utilise la formule de Bayes

P(A41 U A2/B) = P(A1/B) + P(Ay/B) = "0t 4 FELGERa) = S8« fx B+ B x G x 5= H W

Solution de 1’exercice N4 [Retour a I’énoncé

® Notons A, I’événement ” Cette personne ne fume pas le n-éme jour ”.

Par la formule des probabilités totales, on a

Pn+1 = P(Anp1) = P(Ang1/An)P(An) + P(Ant1 /AT)P(AL) = ppn + (1 = p)(1 = pa)

Ainsi ppi1 = (2p — 1)pn + (1 — p).

@ On reconnait une suite arithmético-géométrique. Son expression générale est
Yn e N*, p, =(2p—1)"po + %

® On a lirf Pn = 3 Lorsque n est grand, on n’a plus aucune indication permettant de savoir si la
n—-+0o0

personne ne fume pas le n-eéme jour ou non X

Solution de I’exercice Ne5 [Retour a ’énoncé|
@ po=1et py=0.
@ On suppose que 0 < a < N.
Notons A, I’événement ” Le processus se termine en 0, en partant de a”
Pa = P(As) = P(Aa/Aut1)P(Aat1) + P(Au/Au—1)P(Au—1) = PPat1 + (1 — p)pa—1-
® On a ppg+1 — Pa + (1 — p)pa—1, donc (pg)o<e<n e€st suite réccurente linéaire d’ordre 2 d’équation
caractérigtique (c) : pr2 —r + (1 —p) = 0. X
—p

On remarque que r; = 1 est une racine de (¢), donc 'autre racine est r, = -

e Sip # %, alors (¢) admet deux racices réelles distincts r; et r3, dans ce cas Ja,[ € R, tels que
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Do =ary + pry =a+ ﬁ(%)“. Puisque py =1 et py = 0, alors

()"~ ()
VCLE[[O,NII,pa: £ N £
() -
P
e Sip= %, alors (¢) admet une racine double r; =, = 1, dans ce cas Jo, 8 € R, tels que
Pa = (aa + B)r{ = aa + 5. Puisque py =1 et py =0, alors

Va € [[OvNﬂapa =

N

do = Oa gN = 1
Va € [1,N = 1], ¢u = pgat1 + (1 = P)qa
e Sip=# %, on trouve

@ De meme, on a {

e Si p=1, on trouve Va € [0, N],q, = &.

e Va € [0, N],pa + g = 1, ceci justifie bien que le processus se termine au point 0 ou N X

Solution de 1’exercice Ne6 [Retour a I’énoncé|
Comme p est un diviseur positif de n, 3¢ € N,n = pq.
@ Soit c € [1,n].

ceA, <= JkeZc=kp
<~ 3Jke|l,ql,c=kp, car 1<c<ne1<kp<pge1<k<yg
< c€{p,2p,3p, ..., qp}

Card(Ap) 1
Card([1,n]) p*°

@ (a) Montrons que les événements A4, ,4,,,..., A, sont mutuellement indépendants.

Ainsi Ay, = {p,2p, 3p, ..., qp}, par suite P(4,) = =1=

q 1
n

Soit J = {n4,...,ns} une partie (fini) de [1,r], a-t-on P ﬂ Ap., | = H P(4,,,)
k=1

1<k<s

!

ce ﬂ Ap,.,

1<k<s

Vk € [1,s],c € 4p,,

!

Vk € [1, 5], pn, divise c

!

S
Vk € [1,s], H Dn,, divise ¢
k=1
car des nombres premiers distincts sont premiers entre eux

S
= ceApavecp:Hpnk

k=1
Ainsi ﬂ Ap,, =Ap avec p= Hpnk
1<k<s k=1
) 1 1 S 1 S
Par suite P ﬂ Apnk =P(4,) =-=— = H = H ]P(Apnk,)-
1<k<s p Hp k1 P k=1
Nk
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(b) i) Soit k € [1,n].

keA <— kAn=1

<— Vie[l,r],kAp;, =1, car p1,p2,..., pr les diviseurs premiers de n
< Vie[l,r],p; ne divise pas k
= Vie[l,r], ke (A,)°

ks

n c

-
Ainsi A =[)(4,,)"
i=1
Card(A Card{ke[1,n], kAn=1
ii) On a P(4) = oty = Sotecliphtonsl = 2,
D’autre part , puisque les événements A, , A,,,..., A, sont mutuelements indépendants, alors
T

P(A) =P (ﬂ(Am)C> = HIP’((AM)C) =[[a-P,) =]] (1 - pl) Par suite

i=1 i=1 i=1 v

seflfe- )= T ()

p premier
p divise n

Variables aléatoires de lois discrétes

Solution de I’exercice Ne7 [Retour a I’énoncé

® On X(Q) =N, soit n € N.

L’événement (X = n) signifie qu’on a obtenu n faces et 2 piles, dont le dernier lancé donne pile et
pour la premiere pille, on a (n + 1) possibilité, ainsi P(X =n) = (n + 1)p?(1 — p)".

@ Montrons que la famille (nP(X = n)),en est sommable.

Comme (nP(X = n)),cy est une suite positive, il suffit de montrer que la série Zn]P’(X = n) est
n=0
convergente.
On a ¥n € N, nP(X =n) =p*n(n + 1)(1 —p)" = (p*(1 - p))(n(n + 1)(1 - p)" ).
Comme la série géométrique Zx” est de rayon 1 et sa somme 1%;’ alors la série dérivée d’ordre
n=0

2, Zn(n —1)z""? est de rayon 1 et sa somme (ﬁ) = 236)3, par un changement d’indice, la série
n>=2

"

[

Zn(n+ 1)2"! est de rayon 1 et sa somme (ﬁ) = -
n>1

Puisque (1 —p) €]0,1], alors la série Z n(n +1)(1 —p)"~! converge, ainsi Z nP(X = n), converge, par

n>1 n=1
suite X admet une espérance et
— -~ 2 -~ 1 2 2 2(1—p)
X)=> nP(X =n)=)» nP(X =n)=p*(1—p) Y _ nn+1)1-p)" " =p’1 “PE=T
n=0 n=1 n=1

Solution de 1’exercice N8 [Retour a I’énoncé|

® On a X() = [r,+oo[=N\ [0,r — 1], soit n € [r, +oo].

L’événement (X = n) signifie que n tirs de laser ont été nécessaires pour tuer la bactérie, C’est-a-dire
que, sur les n—1 premiers tirs de laser, la bactérie est touchée (r—1) fois, non touchée ((n—1)—(r—1))
fois et enfin touchée au ni®™e tir.

Sur les (n—1) premiers tirs, on a (:f:}) choix possibles pour les tirs de laser qui atteignent la bactérie.

On en déduit alors que : P(X =n) = ("_1)p" ! x (1 —p)"" V==V 5 p= ("21)p" (1L —p)"".

r—1 r—1
00 1
@ La série entiere ka est de rayon 1 et Vz €] — 1, 1[,§:x’lC =1{_2 donc la série dérivée d’ordre ¢,
k>0 k=0

| foo | (a) |
Z(xk)(q) = Z M 2¥% est de rayon 1 et Z ka’—q _ (1 _ ¢
(k — q)' P (k — q)' 1—x Récurrence sur ¢ (1 — LL‘)qul

k>q k>q
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, k\ A 1
Il s’ensuit que pour tout = €] —1,1], ;q (q)xk 9 converge et ,;1 (q)xk 9 — W.

® Comme X () = [r, +oo[ et Vn >r, P(X =n)("~})p"(1 —p)"~", alors

X admet une espérance — La famille (nP(X = n)),,>, est sommable
<= La série nP(X converge
Car Vn>r, nP(X=n)>0 7;1 ) &

On aVn > r, nP(X =n) = n(?_ 1) "(1—p)m = rp"((")(1 — p)"~"), puisque 1 —p €)0,1[, d’apres la

uestion précédente, la série 1 — p)" " converge et sa somme vaut —.;, par suite la série
9 p +19

n>r

Z nP(X =n)=rp" Z (Z) (1—p)"~" convere, ainsi X admet une espérance et E(X) = Z nP(X =

n>r n>r
=X /n rp” r
w5 (= T

Solution de 1’exercice N9 [Retour a I’énoncé|
Puisque X;(02) = X(2) = {0,1}, alors Y(Q) = Z(2) = {0,1}, donc Y et Z suivent une loi de Bernoulli.
e Comme (Y=1)=(X;=1)N (X = 1) et X1, Xy indépendantes,
alors P(Y = 1) =P(X; = 1)P(Xy = 1) = p?, dou Y ~ B(p?).
)N
(X2

e Comme (Z=0)=(X;=0)N ( = ) et X, Xy indépendantes,
alors P(Z =1) =P(X; =0)P 0)=(1-p)? doa Z~B(1-(1-p? K

Solution de ’exercice Ne10 [Retour a ’énoncé|

@ L’application f : z — cos(mx) est continue sur R et X est une variable aléatoire réelle, alors Y = f(X)
est une variable aléatoire réelle.

@ Comme X () =N, alors Y(Q) = {—1,+1}, puisque P(Y = —1) + P(Y = 1) = 1, il suffit de déterminer
P(Y =1).

Y=1 = cos(nX) =
<= dk e N, X =27k
kEN car X est positive
— Jk e N, X =2k
—+oo
Ainsi (Y =1) = U (X = 2k), comme les événements, (X = 2k) sont deux a deux incompatibles, alors
k=0

P(Y =1) = P(U(X%))iop(x
k=0 k=0
_ = - Azk =X h)\
- ];e o ¢ h

Par suite la loi de Y est caractérisé par Y (Q) = {—1,+1}, P(Y = +1) = e *ch(\) et P(Y = +1) =
1 —e *ch()\) = e ?sh(\) X

Solution de I’exercice Ne11 [Retour a I’énoncé)
® Soit k € N* et w € Q.

eV, >k <= Y,(w)>k
= min (X)) >
— Vie[l,n] X ( ) >
— Vie[l,n]jwe (X; > k)
= we () (Xi>k)
1<i<n
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On déduit alors que, (Y, > k) = ﬂ (X; > k), puisque Xi,..., X,, indépendantes et de meme loi, alors
1<i<n

e OnaP(Y, >k =P([)] (Xi>k) HIP’X>k (P(Xy > k)"

1<i<n

+oo . +oo - +o00 . (l—p)k i
Comme P(X, > H)= Y P(Xa=j)= 3 p(-pf~' =pX (1 —pF =py—q= =01

j=k+1 j=k+1 i=k

Alors P(Y,, > k) = (1 — p)"*.

e PV, <k)=1-P(Y, >k =1—(1-p)"".

e Comme (Y, =k)= Y, <k\ (Y. <k—-1)et (Y, <k—-1)C (Y, <k), alors

P(Y,=k) =P(Yy <k)=P(Y,<k-1)=(1-(1-p)") = (1-(1-p)"* )= (1-p)"* V- (1-p)""

@ On aY,(Q) =N et Vke N P(Y,=k)=(1—p)"kD—(1-pF=1-(1-p)")(1—(1-(1L-p)m))Fk!
Ainsi Y, suit la loi géométrique de paramétre ¢ =1— (1 —p)".

Par suite E(Y,,) = % = W et V(Y,) = 1(1;2(1 = %-

Solution de ’exercice Ne12 [Retour a ’énoncé
® Pour tout k e N, (X =k)=(X>k—-1)\ (X >k) et (X >k)C (X >k),
alors P(X =k)=P(X >k—1) —P(X > k), soit n € N*

ikP(X: = ik(P(X>k—1)—]P>(X>k)):ikP(X>k—1)—i:k]P’(X>k)
k=0 k=0 k=0
n n n—1 n
= ZkIP’X>k—1 D RP(X > k)= (k+1)P(X >k)— > kP(X > k)
=1 k=0 k=0 k=0
= ((k+1)IP’(X > k) — kP(X > k)) — nP(X > n) :iP(X > k) —nP(X > n)
k=0 k=0

@ On suppose que ZIP’(X > k) converge. Démontrer que X admet une espérance.

k>0
Comme VkP(X = k) > 0, alors

X admet une espérance <= La famille (kP(X = k))ren est sommable
<= La série Z kP(X = k) est convergente
k>0

n
<= La suite des sommes partielles (Z EP(X = k)) est est majorée
k=0 neN

D’aprés la question précédente, Vn € N

n n—1 —+o0
D RP(X =k) =Y P(X >k)—nP(X >n) < ZPX>I<; > P(X > k)=
k=0 k=0
@ On suppose que X admet une esperance
+oo +o0o
Pour tout n € N, P(X > n) = Z P(X = k), donc 0 < nP(X >n) = Z nlP(X Z EP(X
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

Comme X admet une espérance, alors la série ), . kP(X = k) converge, par suite le reste d’ordre n
Z kP(X = k) tend vers 0, ainsi (nP(X > n)), .y converge vers 0.

k=n-+1
En faisant tendre n vers +oco, dans I’inégalité de la question 1, on trouve

+o00
=Y P(X > k)
k=0

Solution de ’exercice Ne13 [Retour a ’énoncé

k= (£)" sike[0,N]

® Comme les tirages sont successifs avec remise, alors P(X < k) = )
1 sik>N

https://ettahrifouadl.wixsite.com/prepasmarrakech 10 ettahrifouad1@gmail.com


https://ettahrifouad1.wixsite.com/prepasmarrakech

Ecole Royale de I’air de Marrakech Exercices Corrigés de probabilité Année 2019/2020

On a X(Q) =[1,N] et Vk € [1, N],

Comme (X =k)=(X<k\(X<k-1)e (ng—l)

alors P(X =k) =P(X <k)-P(X <k-1)=(£)" - (52
n . n .

® Comme Vk € NP(X > k) = 1 - P(X < k) = { %) sike0,N] _ {1_(N) sik e[, N—1]

sik>N 0 sik>N
alors la série ), . P(X > k) est convergente,
d’apres I’exercice précédent, X admet une espérance et on a

E(X) = ioW >H)= 3 P> ) = N= (1 B (113’)) - ]ZZ (f@)

k=0 k=0
N-1 n 1
E k 1
® On a lim X) _ lim 17§: ~) = 7/95%3: - - " x
N—+oo N N—=+o0 =0 N 0 n+1 n+1

Solution de ’exercice Ne14 [Retour a l’énonce]

® On N(Q) ={0,1} et P(N =0) =P(N =1) = 3, donc N suit la loi de Bernoulh de parametre 5e

@ e Si k =1, alors S/[N = 1](2) = [1,4] et pour i € [1,4] P(S =i/[N = 1]) = 3. (S/[N = 1] suit la loi
uniforme sur [1,4])

1 1 2 3 4
P(S = /[N = 1) I I T I

e Si k = 2, Notons X; le résultat du premier lancer et X, le résultat du deuxiéme lancer, alors
S = X1+ Xs, donc S/[N =2](2) =[2,8] et on a

j 2 3 4 5 6 7 8
Cas possibles de

(X1, X>) tels que (1,3) (1,4) (2,4)
— (1,2) ' (2,3) . (3,4)
fiensy oo | gy ) B R ) e ) e

2

|eo
'
w

P(S=j/[N=2]

)
@ Comme (N =1), (N = 2) est un systéme complet d’événements et S/[N = 1](Q) = [1,4] et S/[N =
2](Q2) =[2, 8], alors S(©2) = [1,8], pour tout k € [1,8], selon la formule des probabilités totales

L
16 16

.i
>
=
o)
L OO
I
=
S
—
>

(S = k) = P(S = k/[N = 1)P(N = 1) + (S = k/[N = 2))B(N = 2) — DS =F/IN=1]) +B(5 = k/IN = 2])

2
k 1 2 3 4 5 6 7 8
P(S = ) 5 5 5 53 5 5 5 B
Comme S(Q) est ﬁni, alors E(S5) et V(S) existent et on a
8
35
S) =S KP(S=k) ==, E(S?) = Zk2 =5 et V() = E(5%) - (E(5))* = § ®
Solution de ’exercice Ne15 lRetour a ’énoncé
+o00
1
On sait que la série entiére Zazk est de rayon 1 et Vz €] — 1,1], Zazk =1-2 donc la série dérivée
k>0 k=0 -T
= 1\ 1
Zk‘xkfl est de rayon 1 et Vo €] —1,1], kakil = <1—x) = = par suite la série kak est de
k>0 k=0 k>0
+oo x
k _
rayon 1 et Vx €] — 1,1], kz_okzx BRI
® Montrons que la famille (%)(n,m)el\p est sommable.

e Soit m € N, fixé. Montrons que la série E Tp,m converge.
n>0
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Pour tout n € N, z,, ,, = 22 = L (n(3)" + m(3)").
n\" 1
Comme les séries Z (2> et Z <2) convergent, alors la série Z Zn,m converge et on a
n>0 n>0 n>0
+oo +oo n +oo n 1
1 1 1 1 5 1 m+1
2 (Z” (3) 2 () ) ()
n=0 n=0 n=0 2 2

+oo
e Montrons que la série Z <Z xn,m> converge.

m>0 \n=0
—+oo

m—1 m—1
1 1 1
Pour tout m € N, E Tpm = ZLT—: =m (2) + (2> .

1 m—1 1 m—1 +oo
Comme les séries Z (2) et Z m (2) convergent, alors la série Z Z ZTn,m | converge.

m>0 m>0 m>0 \n=0
Par suite la famille (%)( N2 est sommable et sa somme

n,m)
+oo [/+oo +o00 +1 +o00 1 m—1 00 1 m—1 1 1
S =X (L) =X T =3n(5) +X(5) gyt
(n,m)€eN? m=0 m=0 m=0 m=0 ( 2) 2

@ (a) Pour tout n,m € N, p,, ,,, = % = éxn m > 0 et la famille (p, m)(n,m)en> €st sommable de somme

1, car la famille (7, ,)n,m)en> €st sommable de somme 8.
Donc la famille (py, m)(n,m)en> définit bien une loi conjointe.
(b) Soient n,m € N

= X on+m 1 N =X\ 1 n+1
P(X=m)=) PX=nY=m =) Som=am|nd (3) *2Xm3) |=am@+2=5s
m=0

m=0 m=0 m=0

_+°°PX_ v X ntm 1 ey A A AN N | omAt1

B Z (X =nY=m)= Z on+m+3 ~ 9m+3 mz 9 + Zn 9 T 9m+3 (2m +2) = 9om+2
n=0 n=0 n=0 n=0

Comme X(2)=Y(Q)=Net Vk e NNP(X =k) =P(Y =k), alors X et Y suivent une meme loi.

() OnaP(X =0,Y =0)=0# & =P(X =0)P(Y =0), donc X et Y ne sont pas indépendantes X

Solution de 1’exercice Ne16 [Retour a I’énoncé]

D’apres le théoreme de transfert, Y admet une espérance si, et seulement si, (lJlrkIP’(X k))ken est
sommable.

CommerEN, 1+k P(X =k)=e"

)\k e—)x /\k+l

DR = % hgI 0, il suffit de montrer que la série

Z T kIE”(X = k) est convergente, par le critére d’Alembert, cette série est convergente et on a
k>0

foo e—X T k1 —X £k - Y
1 A e A e 1—e
() kZZOHk X B R RN D S By

Variables aléatoires de lois continues

Solution de I’exercice Ne17 [Retour a I’énoncé|

1 ; 0,1
Comme X suit la loi uniforme sur [0, 1], alors fx(z) = SZ_ zelo, ]
0 sixé¢[0,1

Soit t € R, Fy(t) = P(Y <t) = P(~In(X) < t) = P(In(X) > —t) = P(X > e~!) = / o Fx(x)dz.

—t

Si t <0, alors et > 1, par suite Fy(t) = 0.
1
Sit >0, alors e <1, donc Fy(t) = / dr=1—-¢"

0 sit <0

Lot sit>( Omme Fy est continue sur R et de classe C! sur R\ {0}, alors Y est
—e sit>

D’ou Fy(t) = {
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t<0
de loi continue et sa fonction de densité fy est donnée par fy (¢ { szt 0
sttt >
Ainsi Y suit la loi exponentielle de paramétre \ = 1, par suite E(Y) =1 =1et V(Y) = % =1K

Solution de 1’exercice Ne18 [Retour a I’énoncé]

Comme X suit la loi normale centrée réduite, alors Vz € R, fx(z) = \/%e 5 et Fx(z) = / fx (t)dt.

+oo
En particulier / fx(u)du = 1.

® On a -
2 ) +OO
du) e” T du= T d
(uu \[/ u \/5\/27/0 fx(u)du

+oo —t too 4
r (1> :/ C_at = / .
2 0 Vit =2 0 7

- = Vr

Carfx est pair

@ (a) Soit z € R, Fy(z) =P(Y <) =P(X* < z).
Si r <0, alors (X2 <z) =g, d’ou Fy(z)=0.
Si z > 0, alors X2<x) (\f<X<f)

d’otr Fy (z / Fx(t dtf2/ Fxlt dtQ(/ Fx(t)dt — / Fx(t dt)Q(Fx(f) 1)

2Fx(Vx)—1 six >0
0 six <0

b OIl a } eSt COI]tlIlue sur R pUISque l eSt de Classe sur R et U = u eSt de Classe u
Y ) X C O sur
+()O alors es € classe sur aimsi sultl une 101 a enSﬂe ’ onee ar :

Ainsi Fy(z) =

(2FX(\/5)—1)/ six >0 \[FX(\f) stx >0 \/%67% siz >0
0 stz <0 0 six <0 0 stx <0
1,1 -
_ (l?()f)xé_le_? sixz>0
— 2
0 six <0
Il s’ensuit que Y ~T'(3, 1)K
Solution de ’exercice Ne19 [Retour a ’énoncé|
R—R
® Comme o : 2] est croissante sur R et X est une variable aléatoire réelle, alors Y = p(X)
T [z

est une variable aléatoire réelle.
@ Pour tout ke N*, (Y =k—-1)=(X]=k—-1)=(k—1<X <k).

k
Donc P(Y =k —1)=P(k-1< X <k) = / e Ay = [fe*M]Z_l = e Mk _ oAk,
k—1

® Pour tout k € N*, P(Y +1=k) =e M1 _ e = (1 — e A)e 2D = (1 —e M) (1 — (1 — e *))F 1, donc
Y + 1 suit la loi géométrique de parameétre (1 — e’A).
@ Comme Y +1~G(l—e ), alors E(Y +1) = —— et V(Y + 1) 1(1(16_€A)2) =0 f_AA)Q

Y

Puisque E(Y +1)=E(Y)+1et V(Y +1) = V(Y ), alors E(Y) = 17@,k et V(Y) = ey X

Solution de I’exercice Ne20 [Retour a I’énoncé|
RxR*—R
(2, 9) = §
X,Y deux variables aléatoires réelles tels que Y () = N* C R*, alors T = ¢(X,Y) est une variable
aléatoire réelle.
@ Comme Y suit la loi géométrique, alors Y (Q2) = N* = U {k},

keN~

® L’application ¢ : { est continue sur R x R* (c’est une fraction rationnelle en z,y) et
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doanY1<U> Uy 'deh=J ¥ =k.

keN* keN* keN*

Soit t € R, (T > ) =(T>t)NQ=(T>t)n| (Yk)) = Ja@>nny=k=J&X>thny =k).
keN* keN* EEN*

@ Soit t € R, comme X et Y sont indépendantes et les événements (X > tk) N (Y = k) sont deux a

deux incompatibles, alors

—+o00 —+oo
P(T >t)=P ( U & >thny = k)) =Y P(X >th)n (Y =k)) => P(X > th)P(Y = k).

keN* = —
Puisque X suit la loi exponentielle de parameétre A\, alors sa fonction de densité est donnée par

—Az .
fX(x):{)\e sz'xZOO

0 stx <0
+oo Too
Si t > 0, alors tk > 0, donc P(X > tk) = / e M = [—e ] T = e A
th
Comme Y suit la loi géométrique de paramétre p, alors P(Y = k) =p(1 —p)k-

Atk - ) _ D (1—pe
Par suite P(T > ) Ze = — Z 0<(1—1§e_)‘t<1 (-pi-(l—pe

—At

—Rt

N p
DouP(T >t) = —F———.
ou P(T > t) I
+oo Lo
Si t < 0, alors tk < 0, donc P(X > tk) = / e dy = [—e_)‘”]o =1.
0
Par suite P(T > t) Zpl— b1,
1 pe it>0
@ Soit t € R’ FT(t) = P(T < t) =1 ]PJ(T > t) _ 1—(1—p)e St 1 =~ )
0 sit <0
Comme Fr est continue sur R et de classe sur R\ {0}, alors T suit une loi continue et sa fonction de
’ — At
Fr(t it Lﬂ .t >0
densité fr est donnée par : fr(t) = r(®) SZ. >0 _ Ja=a-perz S X
0 sttt <0 0 sit<0

Solution de I’exercice Ne21 [Retour a I’énoncé
@ Soit n € N. La fonction g,, est continue sur [0,+o00[ (donc le probléme se pose au voisinage de +0),

z2
comme 72g,(z) = 2"~ — 0et a=2>1, alors g, est intégrable sur [0, +oc].

Tr—r+00
@ Soit n € N,
(a) Pour tout a > 0,

a2
Ainsi I,,2(a) = —a"e™ 7 + (n+1)1,(a).
Pour tout n € N, g,, est intégrabale, en faissant tendre a vers 400, on trouve I,,1o = (n+ 1)I,,.

too 1 [t e V2r [t e %
(b) On a Iy :/ e~z dx = 7/ e”Tdx = J/ €~ dr
0 2 Jow V27

22
_z2
par parité de zr—e” 2

— 00

2
a2 +oo ot
Comme la fonction de densité de la loi normale centrée réduite x — e\/i vérifie / i de =1,
2 o m
alors I; = \/ﬂ \/g
(c) o I :/ pe= T = {7677] =1.
0 0
. - . T (2n)!
e Par réccurence, en utilisant la relation I, = (n + 1)[,, on montre que, Vn > 1 I, = 5 oy
n!
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I2n+1 = 2"n!
® Soit g la fonction définie pour tout réel = par :
(a)

- On a g est continue sur R,
- g est positive sur R,

- Comme g est nulle sur | — 00, 0] et g; est intégrable sur [0, +oc[, alors g est intégrable sur R et on a
+o0 —+oo
[ etwas= [T gi@ar=1-1
—0o0 0

Alors g est une densité de probabilité.
(b) e« Comme z — zg(z) est nulle sur | — 00,0] et x — xg(z) = xg1(x) = g2(z) est intégrable sur [0, +o0],
alors x — xg(z) est intégrable sur R, par suite X admet une espérance et on a

500 = [ rge= [ ap@ite= [ e == [7

e Comme 7 +— 2%g(x) est nulle sur | — 00,0] et x — 2%g(z) = 2%g1(x) = g3(x) est intégrable sur [0, +oo],
alors z — z2g(x) est intégrable sur R, par suite X? admet une espérance et on a

“+o0 +oo —+oo
E(X?) = / xg(x)dx = / 2?g1(z)dx = / g3(z)de =13 =21, =2
—oo 0 0
Puisque X? admet une espérance, alors X admet une variance et on a

4—m
2

=<
=
|
=
~
o
I
=)
>
I

™
2 — =
2

(c) Soit z € R,
o G(z) =P(Y <z)=P(X?
Si z < 0, alors (X2
Si z > 0, alors (X2

V3
Comme g est nulle sur | — 00, 0], alors F(—/z) = / g(t)dt = 0, par suite G(z) = F(y/x)

F iz >0
On conclut, alors G(z) = (Vo) siz>

0 stx <0
e On a g est continue sur R, alors F est de classe C' sur R,
—+oo
Comme G(z) = F(y/z) = F(0) = / g(t)dt =0, car g est nulle sur | —00,0] et G(z) — 0
z—0 z—0~

d’ou G est continue en 0, par suiteOG continue sur R.
Puisque u — /u est de classe C! sur |0, +oc[, alors = — F(,/7) est de classe C* sur |0, +oco[, par suite G
est de classe C! sur R\ {0}.

Par suite Y est est une variable a densité.

e La fonction de densité de Y est donnée par :

_ (F(V@) siz>0 _ ﬁg(\/f) siz>0 %e_%z sixz >0
ov(e) = 0 siz<0 |0 siz<0 |0 siz <0
C’est la fonction de densité de la loi exponentielle de parameétre A\ =
de paramétre \ = 1

2
Par suit E(X) = 1 =

%, ainsi Y suit la loi exponentielle

2 X

Fonctions génératrices

Solution de 1’exercice N222 [Retour a I’énoncé
Pour k € [1,n], on note X; le numéro du k-iéme tirage.
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n
Onas, = E X, comme les tirages avec remise, alors les variables aléatoires X1, ..., X,, sont indépendantes
k=1

et de meme loi, alors pour tout t €] — 1,1[,Gg, (t) = H Gx,)(t) = (Gx,(t)".
k=1

La loi de X; est donnée par :

i 0 1 2
P(X; =) : i :
2 1 1, 1 t 1\ 2
_ PN 2 _ _(t 1\ _
Pour tout ¢t €] — 1,1[,Gx, (t) = ;P(Xl =t = gttt = <2+2> , alors Gg,(t) = (L +1)™" =
(1=3)t+3 " clest la fonction génératrice de la loi binomiale de paramétre (2n, 3),
doir 5, ~ B(2n, 1) &

Solution de I’exercice Ne23 [Retour a I’énoncé|
Comme X1, X5, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes, alors pour tout ¢t € R,

n

n n Ap(t—1)
Gxyixor.4x,(t) = [ Gxp(8) = [ M0 = eb=t
k=1 k=1

n
On trouve la fonction génératrice de la loi de Poisson de parameétre \ = Z A > 0, comme la fonction

k=1
n

génératrice caractérise la loi, alors X; + X5 + ... + X,, suit la loi de Poisson de parameétre Z A X
k=1

Inégalités et théorémes limites

Solution de I’exercice N¢24 [Retour a I’énoncé
® Comme X () = N*, alors X est positive, or X admet une espérance et E(X) =

= n, par ’inégalité

3|H~

de Markov, on a
E(X) 1

n2  n
@ On peut remarquer que (X > 2n) = (|X —n| >n) = (|X —E(X)| > n), car X est positive. Or X admet
2

P(X > n?) <

1
une variance et V(X) = ;;7)’3 =n* —n, par ’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on obtient

P(X > 2n) = B(|IX ~E(X)| > n) <

Solution de ’exercice Ne25 [Retour a ’énoncé|
Comme X, et X sont a valeurs dans N, il suffit de montrer que
pour tout k € N, P(X,, = k) o P(X = k).

n—-+oo

en effet : . .
_ 1) (n—k+1) - : . ; —k
P(Xn = k) = (Z)pfb(l _pn)n k — n{n-1) kfn - )pﬁ(l _p’n)n 4§ n—;\—.;-oo %pﬁ(l _pn)n F n—;\—;-oo )I\T'(l _pn)n b
X In(1—pn)
Comme (1 —p,)" F = e(n=F)In(=pn) = e~ (n=k)pn 50 — e Mcarnp, — Metp, ~ % = 0
n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Par suite ’]\C—I,C(l —pp)F e %’;e—k =P(X = k), ainsi P(X,, = k) e P(X =k X
Solution de ’exercice Ne26 [Retour a ’énoncé|

Comme (X,,),>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes de meme loi admettant un mo-

ment d’ordre 2 et E(X,) =1, V(X,,) =1, par le théoréme central limite, (W) converge en
n>1

loi vers N ou N suit la loi normale centrale réduite.
En particulier P (W < 0) - P(N<O0)= %, car fy est paire.

n—-+oo
D’autre part X; + ... + X, suit la loi de poisson de parametre n,
X1++Xn7n = 7nnk —-n - nk
doncIP’< 7 go)_P(X1+...+Xngn)_;)e e ;Hg
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