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PSI Calcul différentiel

Dans tout le chapitre, p désignera un entier naturel non nul, et U un ouvert de R”. & (U,R)le R-ev des fonctions
définies sur U et a valeurs dans R .

1 Fonctions de classe C!

1.1 Dérivées partielles premiéres

Définition 1. Soit f :U — Ret a=(ay,ag,...,ap) €U. On appelle i-éme application partielle de f en a Uapplication
tH f(aly"-7ai—17t’ai+17"-7ap)

Xy . tb at
E. le 1.1. pour f(x,y)= on a au point (a,b) : )=—5—— et fo(t) = —.
xemple pour f(x,y) 17 u point (a,b) :  f1(?) 21 b2 fa(t) o

Attention 1.1. La continuité des applications partielles ne prouve pas la continuité de f. par exemple f : (x,y) —
xy . B
m S1 (x,y) 75 (0,0) et f(0,0) =0.

Définition 2. Soit f:U — Reta=(ay,as,...,ap)eU.
Pour i € [1, p]l, si la i-eme application partielle notée f;, est dérivable en a;, le nombre dérivée fi' (a;) s’appelle i-eme
dérivée partielle de f en a.

0
On note la note 9; f(a), a—f(a). on a donc
Xi

f(al?"‘7ai—1’t7a’i+1’ '"’ap)_ f(a)

t—a;

0if (@ = lim

Remarque 1.1. cas particuliers :

of of

0
Dans R? on note également —f =01f, — =09of et — =0sf.
0x o0y 0z

On a alors

f(x+t,y,z)—f(x,y,z)_1. ft,y,2)-f(x,y,2)
=11m

t t—x t—x

of .
a(x,y,z) = %1_1}3

of foo,y+t,2)~fx,y,2) _

. . f(x9t’z)_f(x7y,z)
—(x,y,2)=1lim m
Oy t—0

li
t t—y t—y

of . fl,y,z+t)-f(x,y,2)
—(x,y,2) =lim =
0z t—0

. f(x’y’t)_f(xayrz)
lim
t t—z t—z

Remarque 1.2. En notant (e1,...,e,) la base canoniques de R” ,on posant ¢; : t — f(a + te;)

fla+te;))—f(a)

0if (@)= ¢(0) =lim :
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Exemples 1.1. 1. La fonction définie par f(y,x) = 3x +2xy posséde des dérivées partielles en tout point (x, y) et
0 0
—f(x,y)=2x et —f(x,y)=6x+2y.
oy Ox

2. La fonction définie par f(x,y,z) = exp(3x2 + 2xy) posséde des dérivées partielles en tout point (x,y,z) de R?
puisque les applications partielles sont dérivables comme composées de fonctions polynémes avec la fonction
expetona:

0 0 0
a—f(x,y,z) =(6x+ 2y)exp(3x2 +2xy), a—f(x,y,z) = 23cexp(33c2 +2xy) et a—f(x,y,z) =0.
X y z

3. Soit g : R — R dérivable. La fonction définie par f(x,y) =g

K I

’

) posseéde des dérivées partielles en tout point
1

(x,y) ot x # 0 puisque ¢ — g (£) est dérivable sur R et £ — g (%) I'est sur R*. De plus

S
N—

%(x,y)=—;—2g,(y) et %(x,y):%g’ (%)

0 0 0
Attention 1.2. les écritures —, — et — ne sont que des notations pour désigner la position par rapport a laquelle

ox’ 0y 0z
. . oo . O0f of of
on dérive et n’a a priori aucun rapport avec le nom de la variable. On pourrait trés bien écrire 3es’ Bou et P

e1 oez es

(d’ailleurs ces notations existent). La notations 0; f(a) est moins ambigué.

si (x,y) #(0,0)

y
Exercice 1. Soit f définie par f(x,y) = { x%+y2
0 sinon
1. Montrer que f n,est pas continue en (0,0)
2. Montrer que f admet des dérivées partielles en (0,0)

3. conclure

. 1 1
Solution : 1. f(x,00=0——0et f(x,x)= = —— = #0 donc f n’ est pas continue.
x—0 2 x—0 2
[EO-FO.0 _ o fOH-fO0 _
t x—0 t x—0

5} a
a—f(0,0) et a—f(0,0) existent et valent 0. Mais f n’est pas continue en (0,0).
X y

2. Ona

3.

O

Remarque 1.3 Importante). L'exercice précédent montre que I'existence des dérivées partielles n’entraine pas
la continuité :

Proposition 1. Soient f,g:U — R admettent des dérivées partielles en a, alors

1. fgetf+gadmettent des dérivées partielles en a et pour A,ueR, i €[[1,p]],

0i(Af +ugla) = A0if (@) + pdigla) et 0;i(fg)la)=g()d;f(a)+ f(a)d;g(a)
2. Sig(a)#0, g admet des dérivées partielles en a et

d; _o;
ai(f)(a) = f(a)g(a)z ga)f(a)
g 2%(a)

3. Soient h :R— R dérivable . Alors la fonction @ = ho [ posséde des dérivées partielles en a et on a

dip(a) = h'(f(a))0;f ().
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Exemple 1.2. Soient g : R — R dérivable et f une fonction de R?> dans R admettant des dérivées partielles en
tout point (x,y). Alors la fonction ¢ = go f posséde des dérivées partielles en tout point puisque ¢ — g(f (¢, y)) et
t — g(f(x,t)) sont dérivables d’apreés le théoréme de composition. De plus

dp o of dp o of
S &N =8 (fey) -y et 9y BV =4 () 3@, ).
1.2 application de classe C*

1.2.1 Définition

Définition 3. On dit que f : U — R est de classe C! sur U (ou contintiment différentiable sur U) si elle admet des
dérivées partielles continues en tout point de U.

On note C1(U,R)’ensemble des fonctions de classe C! sur U a valeurs dans R.

Exemples 1.2. 1. la fonction définie sur U = R2\({0} x R) par 0(x,y) = arctanZ est de classe C! sur U car elle
X
posséde en tout point (x,y) de U des dérivées partielles continues qui sont :
00 00 X
() = et —(xy)=
Ox

x2+y2 oy x2+y2°

2. la fonction définie sur U = R?\{(0,0)} par r(x,y) = \/x2 + y2 est de classe C! sur U car elle posséde en tout
point (x,y) de U des dérivées partielles continues qui sont :

Or( ) x ¢ Or( ) y
—y) == e — ) = ——.
0x V2 + y2 dy Va2 + y2

Attention 1.3. Lexistence de dérivées partielles n’est pas suffisant pour montrer quune application est C 1 Ces
dérivées partielles doivent étre continues.

Exemple 1.3. On définit sur 2 Papplication suivante :

Xy

flx y>={ Fayp S@NEOD
, 0

si (x,y)=(0,0).
1. f est-elle continue en (0,0)?

2. f admet-elle des dérivées partielles en (0,0)?
3. f est-elle différentiable en (0,0)?

Solution : 1. Remarquons que f(x,x) = 1/2, qui ne tend pas vers 0 si x tend vers 0 : f n’est pas continue en 0.

7] 0
2. Puisque f(x,0)=0, a—f(0,0) existe et vaut 0. De méme, 6—f(0,0) existe, et vaut 0.
X y

3. f ne peut etre de classe ct puisqu’elle n’est pas continue!
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1.2.2 Opérations sur les fonctions de classe C!

Proposition 2. 1. toute combinaison linéaire d’applications de classe C! est encore de classe C'.
2. Sif,g¢€ CY(U,R) alors fgeCYU,R). Si g ne sannule pas, g eCY(U,R)
On dit que CY(U) est une algébre pour les loi usuelles.

Preuve : Provient de la proposition 1 et des propriétés usuelles sur les fonctions continues. ]

Corollaire 1. C1(U) est un espace vectoriel pour les lois usuelles

| Proposition 3. Si g C'®,R) et f € C'(U,R) alors gof € C\(U,R)

Exemple 1.4. Montrer que l'application f :>— définie par

x2y3
f(x,y)= ————= si(x,y) #(0,0) et £(0,00=0
x? +y?

est de classe C'.

2

Solution : De la majoration x* < x%+ yz, on obtient que

If e, 9l <y,
ce qui prouve la continuité de f en (0,0). D’autre part, f est clairement de classe C Lsur 2\{(0,0)}, eton a

of 2xy5

.y 2 3x2 +y2
@y =——>5,
ox Y (x2 + y2)2

6f 2
t o (x,y) =22y
N ay(x ="y (x2 +y2)2

D’autre part, montrons que f admet des dérivées partielles en (0,0). On a en effet :
f(x,0)-£(0,0)=0,
ce qui prouve que f admet une dérivée partielle par rapport a la premiére variable valant

of
—(0,0)=0.
6x( )
De méme pour la dérivée partielle par rapport a la seconde variable. Il reste & démontrer que ces dérivées partielles sont continues en (0,0). Mais

on a, pour (x,y) # (0,0) :

21y 2

2
55 =2lxyl,
2+ 92)2 ) 4

=2 A
Ixyl((x2+y2)

0 0
ce qui prouve que a—f(x,y) tend vers 0 = 6—f(0,0) si (x,y) tend vers (0,0). De méme, puisque 2|xy| < 2+ yz, ona:
x x

‘%(x,y) < i ‘3x2+y2).

On a également continuité de la dérivée partielle par rapport a la seconde variable en (0,0). O
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1.3 Gradient

Définition 4. Soit f de classe CL(U,R) et a € U. On appelle gradient de f en a le vecteur noté Vf(a) ou grad f(a)
définie par
Vf(a) = —f( ), —f( ), —f(a)
Xp

Exemple 1.5. dans R? muni du produit scalaire standard,

grad f(x,y,2) = —f(x ¥,2), f(x ¥,2), f(x ¥,2)

Proposition 4. Pour f,geC YU,R), de part les propriétés sur les dérivées partielles on a
V(f+8)=Vf+Vg.

V(Af)= AVF.

V(fg)=fVg+gVf.

1
\Y (g) = 2 (gVf—-[fVg), (si g ne sannule pas, bien évidemment)

R

1.4 Différentielles

Définition 5. Soit U un ouvertde RP, acUet feCYU,R)
On appelle différentielle de f en a la forme linéaire sur RP notée df(a) ou df, définie par :

of

p
Vh=(hi,...,h,)€ER?  df(a)h)= Zhia—x(a)
i=1 12

Remarque 1.4. Pour i € [1,p]], on note dx; la forme linéaire sur R” par dx; : (h1,...,hp)— h; Alors on a

L]
df(a)= Z a—f(a)dxi

j=109%i

Proposition 5. On munit RP de sa structure euclidienne standard. Soit U un ouvert de R?, f € C{(U,R) et a € U.

df(@)h) = (gradf(a)| h).

Preuve : D’aprés expression du canonique, en posant & = (A1, ... ,hp),ona

df(a)h)= Z hi i (@)= (h| grad )

tox;

Exemples 1.3. 1. Dans le cas p = 1, la différentielle de f en a est A — f'(a)h.
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2. Soit f définie par f(x,y) = x2y2. f est C! comme produit de fonctions c!t pour tout (h,k) et (x,y) de R?
df(x,y)(h,k)=2xy*h + 222 yk.

Exercice 2. Justifier que les fonctions suivantes sont de classe C! et calculer leur différentielle
1. flx,y)=e"(x+y).
2. f(x,y,2)=xy+yz+zx.

Solution : 1. f admet des dérivées partielles
0
—f(x,y) =(ylx+y)+1)e™Y
O0x
et 5
—f(x,y) =(x(x+y)+1)e*.
Oy

Ces fonctions sont continues sur R2 , la fonction f est de classe C 1 ,etona:
df(xy) (R, R) = (A(y(x+y) + D) + k(x(x + y) + 1))e™ .

Avec la notation différentielle, on a
df = (yx+y)+1)edx+ (x(x+y)+1)e™dy.

2. f est clairement C 1 On a done
df =(y+2)dx+(x+2)dy+(x+y)dz.

Théoréme 1 (développement limité a Pordre 1). Si f € C1(U,R), alors elle admet un développement limité & Uordre
1 en tout point a € U donné par

p 0
fl@a+h)=f(a)+df(a)h)+o(lh])=f(a)+ Zhia—j:(aH I2lle(h)
i=1 i

avec e(h) — 0 on note ||hlle(h)=o(h|)

Attention 1.4. La réciproque est fausse; f peut vérifier un développement limité a 'ordre 1 mais ne pas étre de
classe C*.

Corollaire 2. Si f est de classe CH(U), alors elle continue sur U.

Attention 1.5. La réciproque est évidemment fausse.

Proposition 6 (unicité du DL d’ordre 1). Soit U un ouvert de RP, f € CHU,R) et a € U. Si L est une forme linéaire
sur RP telle que
fla+h)=f(a)+L(h)+o(lhl])

Alors

L=df(a)

h
Preuve : Soit H =L -df(a) alors H est une forme linéaire sur R? qui vérifie H(m) = 0(1) donc pou tout € > 0 il existe @ > 0 tel que
2]l = a= H(h)<el|hll

Sx x x
2= | < @ donc H(—) < € ceci étant pour tout ¢ > 0 donc forcement H(—) = 0 ce qui montre que H =0 O

Soit, x # 0 dans R? fixe, on a || [
llxl [l llll
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Proposition 7 (Différentielle d'une application linéaire). Soit L : R’ — R une application linéaire . alors L est de
classe C! surRP et on a

VaeRP  DL(a)=L(a)

Preuve : Sif est linéaire, alors en notant (al ag ... ap) sa matrice relative aux bases canoniques, on a

P
Vh=(h1,....hp) €RY, ()= ) a;h;.
i=1

13

f est alors ¢! comme somme d’applications clet pour tout i € [1,n] et tout a € RP, 9; f(a) = a;. Ainsi, VheRP ,Va e E, f =df(a)

Proposition 8 (Différentielle d’une application constante). Soit f :RP — R une application constante . alors

f est de classe C! surRP et on a
VaeR? Df(a)=0

Proposition 9 (Propriétés algébriques de la différentielle ). Soient f,g de classe C L sur U. alors pourtouta €U
ona

1. d(f +Ag)a)=df(a)+Adg(a)
2. d(fg)a)=gla)df(a)+ f(a)dg(a)

1 1
3. d(g)(a) =—-———dg(a)

&%)
f 1
4. d(=)a)= ——(gla)df(a) - f(a)dg(a))
g 8%(a)

Proposition 10 (Différentielle du produit). Soit f :U cRP — Ret g:V cR" — R deux applications de classe
Cl. Soit F:U xV cRP*™ — R definie par :

Vx,y)eUxV  F(x,y)=f(x).g8(y)

alors F est de classe C* surU xV et on a pour tout (a,b)e U xV :

V(h1,h2) eRP xR*  DF(a,b).(h1,ho)=g(b)Df(a).(h1)+ f(a)Dg(b).(hg)

2 Applications de classe C?

2.1 Dérivées partielles seconde

Définition 6. Soit f : U — R admettant des dérivées partielles d’ordre 1.
On appelle dérivée partielle seconde (ou d’ordre 2) de f en a , lorsqu’elle existe , une derivee partielle d’'une derivee
premiere . on les notes :

o7 if ou (i, j) € [, pT*

oo )

- axiaxj - 6xi axj
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D¢éfinition 7. Soit f:U —R.
f est dite de classe C?surUsi f admet en tout point de U des derivee partielles seconde qui sont continues sur U. On
note C2(U,R) l'ensemble des fonctions de classe c?.

Cas particulier :
Soit f : R?> — R admettant des dérivées partielles.
Si elles existent, on a

o2f 2 (o), P’f 2(9), ﬁ_i(%), 52_’”—3(%).

ﬁ:ax ox W:ay @ 6y6x_6y Ox Oxay_ax oy

f est dites de classe C? sur U si ces 4 dérivées partielles secondes existent et sont continues sur U.

Sur R?, on aurait 9 dérivées partielles d’ordre 2.

2.2 Théoréme de Schwarz

Théoreme 2 (Théoreme de Schwarz). Si f est de classe C? sur U, alors :
*f *f
VYaeU, (a)=

_ el 2
axiaxj axjaxi(a) avec (l"]) II ’p]]

Remarque 2.1. Ce théoréme est trés pratique (par sa contraposée) pour montrer qu'une fonction n’est pas de classe
CZ

Exercice 3. Soit f : R?> — R définie par :

22— g2
(x,y) — xy—5—— silx,y)#(0,0)
x“+y
(0,00 — 0.
1. f est-elle continue sur R??
2. f est-elle de classe C' sur R??
02 02
3. Calculer f (0,0) et f (0,0)
0x0y 0yo0x
4. f est-elle de classe C? sur R??
Solution : 1. D’une part, f est continue sur [RQ\{O,O} comme quotient de deux fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule
pas. En utilisant par exemple I'inégalité classique 2|xy| < 2+ y2, on obtient :
2 2
X+
IFe.3)=FO,01= =,

ce qui prouve la continuité de f en (0,0).
2. Remarquons d’abord que f est de classe C Lgur [RQ\{O, 0}, comme quotient de deux fonctions de classe C 1 dont le dénominateur ne s'annule
pas. Par ailleurs, si (x,y) #(0,0), on a
of _x4y—y5+4x2y2

a(ny)— (x2+y2)2

0
D’autre part, on a f(x,0)— £(0,0) = 0, ce qui prouve que a—f(0,0) existe et vaut 0. On a alors :
X

-0 = el 1y1 + 1y1® + 4l 21y 13
ox ox (2 1 y2)2
31:4+y4+4ac2y2
e
= 2yl

0
Ceci prouve que 0—f existe et est continue sur RZ. Par symétrie des roles joués par x et y dans l'expression de f(x,y), le méme résultat
X

est vrai pour I On a donc prouvé que f est C Lsur B2
y
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>*f >*f
3. ——(0,0)=1et 0,0)=-1
6x6y( 0=1le 6y6x( 0
2 2
4. of (0,0) # u(0,0) donc la fonction n’est pas de classe c?
0x0y 0yox

2.3 Opération sur les fonction de classe C?

Théoreme 3. Toute combinaison linéaire, produit, quotient (dont le dénominateur ne s’annule pas) de fonctions de
classe C2 est encore de classe C2.

Remarque 2.2. Toute fonction de classe de C? est de classe C*

3 Composition de fonctions de classe C!

3.1 Différentielle de la composée avec une fonction reelle

Théoreme 4. Soit f € CY(U,R), et g:R— Rdeclasse Cl. Alors gof:U — Rest de classe Cl sur Ueston a pour tout
aclU

VheR", d(gof)a)h)=g'(a)df(a)h)

3.2 Dérivée de la composée avec une fonction vectorielle

Théoréme 5. Soit f € CH(U,R), et ¢ : ¢ (x1(),...x,(t)) € CL(I,RP) ot I est un intervalle de R tel que o(I) cU. Alors
g=fop:t— f(xl(t),...,xp(t)) est dérivable en tout point de I et on a :

P af
Viel, g0 =df(p®).¢'t) = Zl = (510,15 (0) x (0
i= i
Preuve : SoitacetheR
gla+h) = f(pla+h))
= flp@)+he' (@) +hey (b)) €1(h)—0
= flp(a) +df(a).(he' (@) +he1(h) + heg(h) eg(h) —0
= f(p@) +hdf(a).(¢ (@) +hes(h)) e3(h) —0
Donc g est derivable en a et g'(a) = df(p(t)).¢'(t) O

Remarque 3.1. On dit qu’ on a effectuer une dérivation le long dun arc ¢.

En notant ¢(¢) = f(x1(?),...,x,(t)) on a g = f o . La formule devient

g0 =(Vf(p®)] ¢'@).

Exemple 3.1. Soit f une fonction de deux variables de classe C! et g : R — R? définie par g(¢) = (arctant, 2t> —e 7).

fog est alors de classe C! et

(fog)®) =

0 0
—f(arctant, 283 —e )+ (32 —e7?) —f(arctant, 213 —e7h).
1+¢2 ox oy

10
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3.3 Regle de la chaine (Chain Rule)

Considérons f,u et v de classe C! de R? dans R et notons g(x,y) = f (u(x,y),v(x,y)).
Soit (x,y) € R? .On veut calculer les dérivées partielles de g en fonction de celle de f, u et v :

Posons g1,u1,v1 les applications partielles premiéres respectivement de g,u et v en (x,y) et g9,ug,v9 leur applica-
tions partielles secondes (u1(x) = u(x,y) et ug(y) = u(x,y))

F) p) B d
Par définition de —S(x, ) et <2 (x,y) on a <2 (x,y) = gh(x) et <2 (x,y) = g (x)
Ox Oy Ox Ox

Mais g1(x) = f(u1(x),v1(x)) et g2(y) = f (u2(y),v2(y)) donc d’apres la régle de la chaine, on a alors

0 0
_g( ,y) = i(ul(x) v1() - ul(x)+£(u1(x) v1(x)) - v} (%)

0 0
—( == A ~(u2(),02(9)) u2(y>+—§(u2<y) va(y)) - vh(y)

c’est-a-dire

o o a
—( ,¥) = (u(x ),v(x, y)) (x,y)+ 5 (ulx, y),v(x, ) ax(x,y)

_f ou, ) 0 e
—(x y)= (u(x »),v(a, y)) (x,y)+ 5 (ulx, y),v(x, ) ay(x,y)

On note alors

og_ofou of v . 08 _of du of v
d0x Ou 0x Ov Ox dy Ou dy Ov dy

3.4 Application au changement de variable polaire

Soit f de classe C! sur U = R%\{(0,0)}. Soit (x,y) € R®\{(0,0)} et (r,0) tel que
(x,y)=(rcos@,rsinf).

Considérons les fonctions u et v définies par

u(r,0) =rcos@ et v(r,0) =rsinf

On définit alors une nouvelle fonction par

F(r,0) = f(rcos0,rsin®) = f (u(r,0),v(r,0))

D’apres la régle de la chaine on a

L=

x y)c0s0+%(x y)sin6
oF, _ of of
%(r,a)— rsinf o (x,y)+rc0s90y (x,5)

cosf sinf

En inversant ce systéme qui est un systéme de Cramer, puisque =r #0, on obtient

—rsin@ rcos@

%(x ):—(r H)COSG——( 9)sm9

Ox
0 oF 0
%(x,y) = E(r,@)sin9+ (r G)COS

11
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qui donne
0 - 0 - 0 - 0 -
Vi(x,y)= —f(x,y) i+ —f(x,y)j = —f(rcose,rsinH) i+ —f(rcose,rsine)j
Ox Oy Ox Oy
d’ou
oF N 10F —
Vf(x,y)=Vf(rcos0,rsinf) = —(r,0)e1(0) + — —(r,0)ez(0)
or r 00
avec

Zi(0)=cos(@) i +sinM)] et  ea(0)=—sin(@) i +cos@) ]
3.5 Application a I'étude d’équations aux dérivées partielles

3.5.1 Exemplel

On cherche toutes les fonctions g : R? — R vérifiant :

og 0g

0x Oy - @

ol a est un réel.

1. On pose f la fonction de R? dans R définie par :

u+v v—u
fuv=g(—5= ).
En utilisant le théoréeme de composition, montrer que %3
u
2. Intégrer cette équation pour en déduire ’expression de f.
3. En déduire les solutions de ’équation initiale.
Solution : 1. Par composition, on a :
g B aé(u+v U—u)xl+67g(u+v v—u)xi
ou  ox\ 2 2 oyl 2 7 2 2
- ¢
= 3

2. On inteégre cette équation. Pour tout v, il existe une constante A(v) telle que

flu,0)= %‘ +h(v).

Puisque la fonction (u,v) — f(u,v) est de classe Cl, il en est de-méme de v — A(v).

3. g est solution de I'équation si et seulement si il existe une fonction 4 de R dans R de classe C 1 telle que, pour tout u,v,on a :

(u+v v—u

3 )=%+h(v).

N . . . . u+v
Pour revenir a x et y, il faut procéder au changement de variables inverse, en posant x =

alx—y)
2

glx,y) = +h(x+y).

12
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3.5.2 Exemple 2 : L’équation d’une corde vibrante.

Soit ¢ # 0. Chercher les solutions de classe C2 de I’équation aux dérivées partielles suivantes

2 0°f O°f
201 _0°F

0x2 a2’

a l'aide d’'un changement de variables de la forme u = x + at, v = x + bt.

Solution : On pose donc f(x,y) = F(u,v) avec u = x +at et v =x+bt. On a donc

o’f o%F . 8%F . %F
0x2  ou2 oudv  ov2

et

L'équation devient alors :

0?F 0%’F 0°F
2 2 2 2 2 _
(c“—a )ﬁ +2(c —ab)m +(c“-b )61}—2 =0.
En prenant a = ¢ et b = —¢, 'équation devient
0°F
=0
O0vou
dont la solution générale est
F(u,v) = ¢@) +y(),
ou ¢ et ¥ sont C2. La solution générale de I'équation initiale est donc :
fx,t) = Pplx + ct) + w(x —ct).
O
3.5.3 Exemple 3
Resoudre I'equation :
of of x
x—(x, N +y—x,y) = ——
0x oy x2 + 52

Solution : Posons x =rcos0,y =rsinf et F(r,0) = f(rcos0,rsind). Alors

oF 0 0

—(r,0) = cosB—f(rCOSG,rsinB) + sin@—f(rcosﬂ,rsin(?) =cosfr

or x oy
Donc

F(r,0) = cos01n(r)+y(0)

Acec ¢ de calasse C1 O

4 Courbes et Surfaces définies par une représentation cartésienne

4.1 Courbes du plan

4.1.1 définition

Définition 8. On appelle courbe du plan définie par une équation cartésienne, 'ensemble des points (x,y) du plan
vérifiant une équation du type

F(x,y)=0
ou Fe Cl(U,R) avec U ouvert de R>.

Exemples 4.1. On a déja rencontré de nombreux exemples comme notamment les droites (ax + by +c = 0), les
coniques (ax? +by? + cxy +dx +ey + f = 0) et les graphes des fonctions F(x,y) = y — f(x) = 0.

13
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Proposition 11. Soit € la courbe d’équation cartésienne f(x,y)=0et M € 6.
M est dit régulier si grad f(M) # 0.
Une équation de la tangente & € en ce point régulier M(xg, yo) est

0 0
—f(xo,yo)(X —x0) + —f(xo,yo)(Y -30)=0
Ox oy

C’est la droite passant par M de vecteur normal grad f(M).
On appelle normale en M la droite passant par M et dirigée par grad f(M).

Exemples 4.2. 1. Soit f dérivable de R dans R et F(x,y) = y — f(x). Le graphe de f admet comme équation
F(x,y)=0.

oF oF
Une équation de la tangente en (xg, yo) est alors 6—(900,3’0)(36 —x0) + a—(xo,yo)(y —y0)=0 y—f(x0) = f(xg)x—
x y

x0)
2. Une équation de la tangente en (xg, yo) du cercle unité d’équation 22 + y2 = 1 est 2xo(x — x0) + 2y0(y — y0) = 0 ou
encore xox +yoy =1
x—x9 2x9
Y=y 2o

Une équation de la normale en (xg, y9) du cercle unité d’équation x%+ y2 =1est =0 < yox—
x0y =0.

On retrouve que la normale a un cercle passe par son centre, autrement dit un rayon, est orthogonale a la
tangente.

4.1.2 Ligne de niveau

Définition 9. On appelle lignes de niveau de f € CY(U,R) les ensembles de la forme Ly ={(x,y)eU | f(x,y)= A}

Exemples 4.3. 1. Les lignes de niveau de la fonction f(x, y) = x + ¥ sont des cercles concentriques ou un point
(pour A =0).

2. Celles de la fonction f(x,y) = xy sont des hyperboles, a lexception de la ligne de niveau 0, qui est la réunion
de deux droites.

Proposition 12. En un point ot il est non nul, le gradient de f € CY(U,R) est perpendiculaire aux lignes de niveau,
pointant dans la direction dans laquelle la fonction augmente.

Preuve : On suppose que I'on peut trouver localement un paramétrage de classe cldela ligne de niveau L) L) est donc localement support
de l'arc t — M(¢) = (x(¢), y(#)) sur un intervalle I.

On alors YVt eI, f(x(t),y()) = A. La régle de la chaine donne alors V¢ €1, (VFA(M(@t) | M'(t)) = 0.

Ceci prouve que si VF(M(t)) # 0, il est orthogonal au vecteur tangent de la courbe en M(t), c’est-a-dire il est orthogonal a la ligne de niveau en
M(t)

Soit Mo = (x(£0),y(¢0)) € L. Lorsque lon se déplace dans la direction du gradient en M en considérant le chemin ¢ : t — M + tVf(¢() on a,
toujours d’apres la régle de la chaine :

(o) @ = (VFp@) ¢ (1) = (VFp®) I VF(to)).
Notamment, (f o)'(0) = V£ (2o) ||2 > 0. La dérivé en M de f o est positive. Donc les valeurs de f augmente suivant le gradient au voisinage de
M, O

14
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4.2 Surfaces définies par une équation cartésienne

Définition 10. On appelle surface définie par une équation cartésienne, l'ensemble des points (x,y,z) de lespace
vérifiant une équation du type

flx,y,2)=0
o f € CHU,R) avec U ouvert de R3.

Exemples 4.4. 1. La surface représentée par x%+ y2 +2z2=1est une sphere.
2. La surface représentée par ax+by+cz+d =0 ou (a,b,c) #(0,0,0) est un plan.

3. toute équation du type z = f(x,y) ou f € C' définie une surface.

Définition 11. Soit ¥ la surface d’équation cartésienne f(x,y,z)=0et M € .
M est dit régulier si grad f(M) # 0.
On appelle alors plan tangent a . en un point régulier M(xg,yo,20) le plan d’équation

0 0 0
—f(xo,yo,zo)(X —x0) + —f(xo,yo,zo)(Y —y0)+ —f(xo,yo,zo)(Z -209)=0
O0x oy 0z

C’est le plan passant par M de vecteur normal grad f(M).
On appelle normale en M la droite passant par M et dirigée par grad f(M).

Exemple 4.1. Considérons la sphere unité x> + y2 + 22 = 1 et le point M(%, %, ‘/Té) de <.

L'équation du plan tangent a ¥ en M est
@-H+-H+Vae-2)=0

On retrouve (heureusement) la méme équation que dans le cas paramétrique.

Exemple 4.2. Soit U ouvert de R? et f:U — R de classe C'. En appliquant ce qui précédé a la fonction g définie sur
U xR par g(x,y,z) =z — f(x,y) I’ équation z = f(x,y) définit une surface réguliere Z de R3.
En tout point M(xg,yo,20) de Z le plan tangent a pour équation :

0 0
—f(xo,yo)(X —x0)+ —f(xo,yo)(Y -50)—(Z—-20)=0
Ox Oy

5 Extremum

5.1 Points critiques

Définition 12. Soit f : U — R une application de classe Cl . a €U est un point critique de f
si et seulement si Vf(a)=0
C’est a diresi et seulement si

of

Vie[l,n] a(a)zo

Remarque 5.1. si f est définie sur R? un point critique est un point ou le plan tangent a la surface Z z=f(x,y)
est horizontale

15
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5.2 Extremums locales globales

Définition 13. On dit que f définie sur une partie A de R" présente en a € A :
— un maximum (global) siVx € A, f(x) < f(a).
— un minimum (global) si Vx € A, f(x) = f(a).
— extremum (global) si elle présente en a un maximum ou un minimum.

Définition 14. On dit que f définie sur une partie A de R" présente en a € A :
— un maximum local s’il existe un ouvert U c A contenant a tel que

VxeU, f(x) < f(a).
— un minimum local s’il existe un ouvert U c A contenant a tel que

VxeU, f(x) = f(a).

— extremum local si elle présente en a un maximum local ou un minimum local.

Remarque 5.2. On dit que les extremums sont stricts si les inégalités sont strictes pour x # a.

Théoréme 6. Soit f de classe C' sur un ouvert U vers R. Si f présente un extremum local en a, alors [ présente un
point critique en a

c’est a dire ses dérivées partielles en a sont nulles (gradf(a) = 0 ou df(a)=0)

Preuve : On note (e1,...,ep) la base canoniques de R” Si f a un extremum local, alors les applications ¢ — f(a +te;) (i € [1,p]]) ont un
extremum local sur un intervalle du type ] —r,r[ en 0, ce qui implique que leur dérivée s’annulent en 0 Vi € [1,p]l, D;f(a)=0. O

Remarque 5.3. Comme pour les fonctions a valeurs réelles, la réciproque est fausse. Il suffit de considérer f définie
par

f(x,y)=x%—y"
le gradient est nul en (0,0), mais f(x,0) > £(0,0) si x #0, et f(x,y) = —y2 < f(0,0) si y # 0, donc (0,0) n’est pas un
extremum pour f : c’est un point selle ou un point col.
Exemple 5.1. Considérons f définie sur R? par f(x,y) = 2> + y% — 6(x% — y2).
f est de classe C! comme sommes et produits de fonctions de classe C!. Ses dérivées partielles en (x, y) sont :

of

0
—(x,y)=3x2— 12x et —f(x,y)=3y2+12y.
Ox oy

Elles s’annulent conjointement en (0,0),(4,0),(0,—-4) et (4,—4)

— Au voisinage de (0,0):
£(t,0) ~ —6t2 donc ne présente pas de minimum local et £(0,¢) ~ 6¢2 donc ne présente pas de maximum local.
— En (4,0), en prenant ce point comme nouvelle origine du repere, on a

FA+X)Y) = -32+6X2+6Y2+X2+Y?
= —32+X%26+X)+Y?%6+Y)—  [(X,Y))(0,0)—32
d’otr
FA+X,Y)—f(4,0)=X2(6+X)+Y2(6+Y) positif au voisinage de (X,Y) = (0,0).
~—— ~——
=0 =0
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5.3 Cas des fonction de classe C? a deux variables

5.3.1 Développement limité d’ ordre 2

Théoréme 7 (Formule de Taylor-Young a lordre 2). Soit f de classe C? sur un ouvert U de R? & valeurs dans R .
Pour a =(a1,a2) €U et h =(h1,hs) proche de 0 ona

of of 62f

fla+h)=flar+hi,ag+h2)=f(a)+ —(a)h1+—( ).ha | + °f

62
35y (a>h1h2+—<a>h2 +o(All)

()h2+2

Remarque 5.4. On pose
2
r(a)= @(G)
0 f

2
t()— f)

(a)

s(a) =

et

H(a):( r(a) s(a) )

s(a) tla)

Appelée matrice Hitienne de f

Formule de Taylor-Young a lordre 2 s’écrit :
fl@+h)=f(a)+df(a).h+" h.H.h+o(|h])

5.3.2 Etude des points critiques

Théoréme 8. Soit / de classe C2 sur un ouvert U de R? & valeurs dans R . a = (¢1,a9) € U un point critique de f tel
que la matrice hitienne H(a) est inversible cad r(a)t(a) — s(a)? # 0. Aors

1. sir(a)t(a)-s(@)® >0 et r(a) > 0 alors £ admet un minimum local en a
2. sir(a)t(a)—s(a)? >0 et r(a) <0 alors f admet un maximum local en a

3. sir(a)t(a)—s(a)? <0 alors f admet point selle en a

Exercice 4. Déterminer les extrema locaux des fonctions suivantes :
4
1. f(x,y):y2—x2+ % ;
2. flx,y)=2%+y>-3xy;
3. flx,y)=x*+y*—4(x—y)%

Solution : 1. On commence par chercher les points critiques de /. Pour cela, on calcule les dérivées partielles par rapport axeta y:

%(x,y) = —92x+2x° et %(x,y) ==
0x oy

Un point (x,y) est critique si et seulement §’il est solution du systéme

{ —9x+ 245 0

2y 0.
Les seules solutions de ce systéme sont (0,0), (1,0) et (—1,0). On a donc 3 points critiques et on va étudier la nature de chacun. Pour cela,
on calcule les dérivées partielles d’ordre 2 :

o*f o*f

2
6—(xy)——2+6x 6—(35 y)=2 o°f

=0.
0x0y @)

En (0,0), on obtient donc, avec les notations usuelles, r = -2, t =2 et s =0, soit r¢ — s2=-4<0.Le point (0,0) est un point col, ce n’est
pas un extrémum local de f. En (1,0),onar =4, ¢t=2et s =0, soit rt — s2=8>0. Le point (1,0) est un extrémum local, c’est méme un
minimum local puisque r > 0. Létude en (—1,0) donne exactement le méme résultat.
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2. On procede exactement de la méme facon. Cette fois,

lé] 0
—f(x,y) =322 -3yet l(x,y) =3y% - 3x.
0x 0y

Un point (x,y) est un point critique si et seulement s’il est solution du systéme
P y = 0
y2 -x = 0.

Ce systéme implique xt = x, soit x = 0 ou x = 1. On en déduit facilement que les seuls points critiques de f sont (0,0) et (1,1). Les dérivées
partielles du second ordre sont égales a

o*f o%f >f
. =6x — =6
52 B ¥) = 6x 32 (@,y)=6y — 3y

(x,y)=-3.

En (0,0),onar=0,t=0ets=-3, soit rt—s2=-9<0.Le point (0,0) est un point col, ce n’est pas un extrémum local de /. En (1,1), on a
r=6,t=6ets=-3,soit rt — s2=25>0. Puisque de plus r > 0, le point (1,1) est un minimum local de f.

. Les dérivées partielles du premier ordre de f sont

g(x,y) =4x% —8(x—y) et %(x,y) =4y3 +8(x—y).
O0x oy

Les points critiques sont solutions du systéme
453 =8(x — y)
—4y3 =8(x— ).

On en déduit que %= y3 =(- y)3. La fonction cube étant injective, ceci donne encore x = —y. Si on reporte ceci dans la premiére équation,
on trouve 4x° = 16x, soit
1% —4x=0 = x(x*-4)=0 < x(x—-2)(x+2)=0.

On en déduit que les points critiques de f sont (0,0), (2,—2) et (—2,2). Etudions maintenant la nature de ces points critiques. Les dérivées
partielles du second ordre sont
2

o%f 9 o%f 5 o%f
ﬁ(x,y)=12x —8x, W(x,y)=12y —-8et axay(x,y)=8.

2

En (0,0), avec les notations usuelles,onar =0, ¢t =0 et s = 8, soit rt—s2=-64<0.Le point (0,0) est un point col, et f n’a pas d’extrémum
local en (0,0). En (2,-2), on a r =40, ¢ =40 et s = —8. Cette fois, rt — s2>0etr> 0, donc le point (2,—2) est un minimum local pour f. La
conclusion est identique en (-2,2).
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