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CINEMATIQUE DU SOLIDE
ET AUTRES INFORMATIONS UTILES

AAttention : pour déterminer un vecteur accélération

1. Torseur cinématique :
Le torseur cinématique du solide S par rapport au repéere R, réduit au

point A est —
{ }_ Qsir)
V(S/R) B e

(AeS/R)

A
Eiw/m : Vecteur vitesse de rotation de S/R ;
Vcks”n : Vecteur vitesse linéaire du point A dans le mouvement de S/R,
. dOA
donné par : Viaes/p =| —— O est un point du repere R.

R
2. Relation de changement du point de réduction du torseur cinématique :
En un point B, ce torseur devient

Qsir)

{V(S/R)}: = avec : V(gesiry =V (aesiny + BAAQs/r)
(BeSIR) | 5

3. Relations de composition de mouvement :
On considére un solide S en mouvement par rapport a un repére R, ,
lui-méme en mouvement par rapport a un repére Rg.

Q(S/RO) = Q(S/Rl) + Q(RI/RO)

V(AES/RO) :V(AES/RI) + V(AERI/RO)

{V(S/RO)}: {V(S/Rl) }+ {V(RI/RO)}

ASAttention : pour déterminer le vecteur vitesse V ues/ry, on ne peut
pas dériver si M n’est pas un point fixe de S.

4 . Vecteur accélération :

dZE& B d?(AeS/R)
dt* dt

R R

Iisesipy =

= Pour deux points liés au méme solide

S A dQ(S/R)
— |+

I'ses/ry =1 aes/r) + BAA 7 |:Q(S/R) A BA] A Qs/r)
t

F(MES/R), on ne

peut pas dériver si M n’est pas un point fixe de S.

5. Vecteur vitesse de glissement :
Le vecteur vitesse de glissement de S; par rapport a S, en leur point

de contact I est : ‘Iuesusm

"= (Ce vecteur est contenu dans le plan tangent commun au deux solides
contenant le point TI.
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" En l’absence de glissement en I entre ces deux solides, ce vecteur

—

est nul : V(IeSl/SO) =0

6 . Mouvement plan sur plan :

S est en mouvement plan par rapport a R si tous ses points se
déplacent dans des plans paralléles a un plan de R.

= Centre instantané de rotation de S/R (Ig)

C’est le point Igg tel que : V(ISReS/R) =0

= Nota: a l’instant considéré, S tourne par rapport a R autour de Ig.
= Détermination graphique de Ig :

Connaissant les supports des vitesses de deux points A et B de S/R,

alors : Igg = (L en A au support de ‘/UEMR))f\(l en B au support de ‘/weyR))

7.Détermination graphique des vecteurs vitesses dans
le cas de mécanisme plan :

= Premiére méthode : Equiprojectivité (Fig.1)

C’est l’exploitation graphique de la relation : AB. Viaes/gy =AB . V(sesir
Conditions d’utilisation : On doit connaltre completement le
vecteur vitesse df‘un point d’un solide et le support de la
vitesse de 1l’autre point (les deux point sont 1liés au méme
solide) .

* Deuxiéme méthode : CIR (Triangle ou champs des vitesses) (Fig.2)
C’est 1l’exploitation graphique de 1’existence du CIR, sachant que

V(gﬁﬂ/R)Z(? et que le mouvement de S/R a 1l’instant considéré est une
rotation autour de I,
Conditions d’utilisation : On doit connaitre la position du CIR
et le vecteur vitesse d’un point de S/R.
= Troisiéme méthode : composition (Fig.3)
C’est 1l’exploitation graphique de la relation de composition des
vecteurs vitesse (Méme point mais des solides différents).
Conditions d’utilisation : On doit connaitre, au moins, un
vecteur vitesse et les supports des deux autres.

Fig.1

V (4es/r0)

— -

V (4esir)

V (aerirroy .-~ ]

V (Besir)

—

V (aesiry

Fig.2 Fig.3

V (Bes/w)

8. Rappels et compléments utiles
* Engrenages :

Rapport de réduction d’'un train d’engrenages a axes fixes

. . 11z
k — sortie — (_1)71 menantes

IT Z

menées
avec : n est le nombre d’engrenages cylindriques paralleles extérieurs.

[(—1)” : valable que pour les engrenages cylindriques paralleles]

entrée

Rapport de réduction d’un train épicycloidal




k _ wPlanétaire de sortic a)porte satellite _( l)n H Zmenantes
wplanézaire entrée a)porze satellite H Zmenées
- 2 - ’ - (()1 + < 2
Signe du rapport de réduction k d’'un engrenage conique :(k =—=Tr—
, Z4
Soit C; et C, les centres des deux roues 1 et 2 respectivement, et I leur point de

contact.

e Si I(j1 et IC2 sont de mémes signes, alors : k est négatif ;

e Si I(j1 et IC2 sont de signes différents, alors : k est positif ;

" Systéme Vis—-écrou

Soit V la vitesse de translation et w celle de rotation. P est le pas de

1’hélice. On a la relation : y=+—w
2z
Le tableau suivant permet de décider du signe de la relation ci-dessus
Rotation et Translation Rotation et Translation
affectées au méme solide partagées entre les deux
(Vis ou écrou) solides
Hélice a droite + -
Hélice a gauche - +
= Les liaisons :
L . Torseur
Torseur cilnematilque .
statique
o, |V, X | L L
Réciprocité Les liaisons pour Jlesquelles
Dans l'espace o, |V, » Y (M le centre est fixe par rapport
o, VZ Z | N aux deux solides liés sont
On ne garde que : _ ] _
- La rotation suivant Erllcastremen‘% . \Sphelrlque
la normale ; Pivot - sphérique a doigts.
Dans le plan — Les deux translations
- - dans le plan. (Autrement dit, ce sont les
(x,y) oy ‘o liaisons qui n’autorisent
olv Réciprocité v o aucune translation)
o |0 r>0 N

La forme des deux torseurs est gardée en

= Tout int de 1’ .| Encastrement Tout int de 1’ Pivot
ou poin S espace : Glissicre .1lou roin S axe Pivot.glissant
Appui— plan Sphére— plan
hélicoidale
= Tout point d’un plan : Linéaire rectiligne .Au centre Sphére —cylindre

Sphérique
Sphérique..a.doigts

* Loi (Entrée-Sortie) d’un mécanisme :

La Loi entrée-sortie (loi E/S) d’un mécanisme est ensemble des relations

entre ses parametres de sortie et celle d’entrée.

Quelques démarches permettant de déterminer la loi E/S

v' Fermeture cinématique ;

v Fermeture géométrique ;

v' Absence de glissement ;

v' Condition de maintient de contact cinématique : vitesse de glissement
contenue dans le plan tangent commun ;

v' Condition de maintient de contact statique : effort normal positif.



STATIQUE DES SOLIDES

1. Modélisation des actions mécaniques de contact surfacique :
1.1. Modélisation locale

Soient deux solide 1 et 2 en contact suivant une surface (S). L’action

mécanique de 1 sur 2 est représentée en chaque point M de (S) par : le

vecteur densité surfacique de contact jUWﬂeb'

an(l%Z) fM(l—)Z)

Considérons le plan tangent commun Z a 1 et 2
contenant le point M. On peut écrire

fM(l—)Z): an(1—>2) + er(1—>2>

.fﬁma—ﬂ) : Densité surfacique normale ou pression
de contact (L a )
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tfﬂhu_ﬂ) : Densité tangentielle (Contenu dans 7).

1.2. Lois de coulomb

1° cas : frottement V (Me2/1) %0 2% cas : Adhérence V (Me2/1)=0

sz(1—>2) ~V me2m=o Hsz(1—>2)

< k Hf Mn(1—=2)

fMt(1—>2) . V(MEZ/l) <0

Hf Mt(1-2)

K : coefficient de frottement

=k Hf Mn(1>2)

A la limite de glissement (ou équilibre strict) on applique les lois de
coulomb relatives au frottement.

1.3. Modélisation globale
L’'action mécanique de 1 sur 2 peut étre représentée globalement par le

{ }_ Rs152)
torseur : Taﬁz) D R
(A,1-2) A

tel que : E(1—>2)= J-J-s ? ds et M(A,l—>2)= J:[ mA?M(Hz)dS
S

M(1-2)

ARemargt_:le
Les relations précédentes restent toutes valables dans le cas d’un contact

A

linéique entre 1 et 2, a condition de substituer

La surface de contact (S) par la ligne de contact (L) ;
L’élément de surface ds par 1’élément de longueur dL ;
La densité surfacique par la densité linéique.

2. Action mécanique de contact ponctuel :
2.1. Modélisation

Soient deux solides 1 et 2 en contact ponctuel en un point A. L’action
mécanique de 1 sur 2 peut étre modélisée par un torseur

{ }_ Ra-2) — - = — — —
T(l_>2) -\ \— avec : Rusy= N+T et Muisy= Mn + M,
(A,1-2) A

—_—

N : L s 7 . Effort normal . T : contenu dans 7 : Effort tangentiel



Mn 1a 7: moment de pivotement. M : contenu dans 7 :moment de roulement.

2.2. Lois analogues aux lois de Coulomb

Pivotement]
1°° cas : V@%ynf 6 1%% cas Zin@ﬂ)# 6 1°° cas : EEM2M)¢ 6
Z“*Ez“) ’LT:»O Quem> Mo - 0 Qiom~ M. - 0
ﬁ;AEZ/Dk‘ TH%HO Quan . Mn <0 ?2;‘(2/1) . M, <0
T HMH | - N
2o cas : Viwey=0 Parametre de résistance 7 : Paramétre de résistance
HT”( k_Hj?H au prOtem%Et; _ au roulement;
20 cas : Qnm-= 0 seme Lag Qt(2/1)— 0
P < v < |V

3. Principe fondamental de la statique :

3.1. Enoncé
Un systéme matériel ¥ est en équilibre par rapport a un repére Galiléen si
et seulement si le torseur des actions mécaniques extérieures est nul.

s =10}

3.2. Théorémes généraux de la statique

—

Théoréme de la résultante statique : }?éieg)::O

R —

Théoréme du moment statique : ‘AIA(E—QD =0 (A : point quelcongque) .

3.3. Cas particuliers : Equilibre sous 1l’action de forces

Nota

On appelle force toute action mécaniques représentable par un torseur glisseur

Le point de la surface (ou ligne) de contact ou le moment est nul est

appelé : Centre de poussée.

Equilibre sous l’action de deux forces
Si le systeme matériel est en équilibre sous l’action de deux forces alors
elles sont directement opposées

Méme support ; Méme module ; sens opposés.

Equilibre sous l’action de 3 forces
Si le systeme matériel est en équilibre sous l’action de 3 forces alors
= FElles sont coplanaires ;
Leurs supports sont paralleles ou concourants en un point;

®= La somme vectorielle des trois vecteurs forces est nulle (Triangle
fermé) .




CHAINES DE SOLIDES
MOBILITE ET HYPERSATISME

Pour la PCSI - PSI

Etude statique h = Ns - rs (ce sont les inconnues
— statiques indéterminées)

{TLeq }_ z"{’Z-Li } (1)

Formule de mobilité :mc - h = Nc - 6y

Liaisons

en //

C’est le nombre de ddl de Leqg N.—-Np+1
Intuitivement
Etude statique (I)
Etude cinématique :{vLeq}:{vLi}

Intuitivement

h Llalsons en h =20 Pour Leq Etude statique :{TLeq}:{/z-Li}

série mc = Nc

Etude cinématique :{wa}==2{vu}

Cycle ou
Chaine
complexe

Etude statique : on applique le PFS a chaque solide sauf
le badti : h = Ns - rs
Formule de mobilité : mc - h = Nc - 6y
Fermetures cinématiques
mcu + mci
\\\\\ C’est le nombre de mouvement
qui subsistent quand on fixe

C’est le nombre de mouvement d’entrée les mouvements d’entrée

Nota : dans le cas d’un mécanisme plan, la formule de mobilité devient
mc — h = Nc - 3y

Pour déterminer mc et Nc, on ne comptabilise que les translations dans le

plan et les rotations normales au plan.

Légende

Ns : nombre total des inconnues statiques ;
Nc : nombre total des inconnues cinématiques ;
Ny, : nombre de liaisons ;

Ng : nombre de solides ;

\ : nombre cyclomatique ;

h : degrés d’hperstaticité ;

mc : mobilité cinématique ;

mcu : mobilité cinématique utile ;

mci : mobilité cinématique interne ;

ddl : degrés de liberté.




Pour la MPSI-MP

C’est le nombre de ddl de Leqg

Etude statique
Intuitivement {TLeq }: Z{’Z’Ll. } (1)

Liaisons

en //

Etude cinématique : {vLeq}: {vLi}

Intuitivement

Liaisons en

—— C’est Ne |Four Leqg Etude statique :{ZLQY}::{fLi}
serle

Etude cinématique :{wa}==2{vu}

Cycle ou
Chaine
complexe

C’est le nombre de mouvement
qui subsistent gquand on fixe
les mouvements d’entrée et de

Fermetures cinématiques
‘\\\\\\~ mcu + mci\\\\\

sortie
C’est le nombre de mouvement d’entrée
Légende
Nc : nombre total des inconnues cinématiques ;
Ny, : nombre de liaisons ;
N, : nombre de solides ;
\ : nombre cyclomatique ;
mc : mobilité cinématique ;
mcu : mobilité cinématique utile ;
mci : mobilité cinématique interne ;
ddl : degrés de liberté.




DYNAMIQUE DES SOLIDES

1. CINETIQUE :

1.4. Centre de gravité d’un systéme matériel Z:

» Dpéfinition : C’est le point G / I(}PxﬁnZZO
PeX
* Propriétés : - G € a 1’élément de symétrie de % ;

n
- Soit X = LJSi (S; solide de masse m; et de centre de gravité G;) et
1

A point quelconque : A 1

n .
ZZHQVQGHR) E:HEIYGVM
1

n
2m 2,
1

= Théorémes de GULDIN :

— Premier Théoréme : La surface engendrée par la rotation d’une courbe
plane et homogene, autour d’un axe de son plan, ne la traversant pas, est
le produit de la longueur de la courbe par le périmetre du cercle décrit
par son centre de gravité : S = 2I1 R L.

— Deuxiéme théoréme : Le volume engendré par la rotation d’une surface
plane et homogene, autour d’un axe de son plan, ne la traversant pas, est
le produit de 1l’aire de la surface par le périmetre du cercle décrit par
son centre de gravité : V = 20 Rg S.

—

Virn =

1.5. Matrice d’inertie d’un solide S en un Point Q . (voir aussi page 12)
= Dpéfinitions
A —-F -FE
Losy=|—-F B -D Telle que
—-E -D C )---
(x,y,2)
_ 2 2 _ 2 2 _ 2 2 _
A= J-(y +z7)dm ; B= J-(x +z)dm ; C= J-(x +y)dm ; D= J-yzdm ;
PeS PeS PeS PeS
E = szdm et F= J-xydm . Sachant que : QP =xx+yy+2zz
PeS PeS
A, B et C sont des moments d’inertie ; D, E et F sont des produits
d’inertie. ( En Kg.m?)
n = n =
* Pour un systéme matériel X : Soit X = LJSi alors : I(g2)=:§: I 0.si)
1 1

= Effet de la symétrie matérielle sur la forme de la matrice d’inertie

- S posséde un plan de symétrie matérielle : L’axe 1 a ce plan est
API (Axe Principal d’Inertie) ;

- S est une plaque plane : L'’axe 1 au & son plan est API, et le
moment d’inertie autour de cet axe est la somme des deux autres
moments d’inertie ;

- S posséde un axe de révolution : La matrice d’inertie est
diagonale et les moments d’inertie autour des deux autres axes
sont identiques.

= Théoréme d’HYGHENS
Soit un solide S de masse m et de centre d’inertie G. Q point quelconque
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b* +c? —ab —ac

= = = = ) )
TLos)y=1cs) + Loimch , tel que : Ifmeh = m| —ab a +b —bc
—ac —bc  a*+b*|-.-.
(x,y,2)
avec : QG =ax+by+cz
= Moment d’inertie d’un solide S par rapport a un axe (Q, 51
Js(0,8) = 0dws).0
1.6. Torseur cinétique d’un systéme matériel & / repére R
» Définition
Rc e = - DA
CsinJ=1— avec : Rc¢ = IV(P/R).dm et O@z/r) = v[QP V piry.dm
Ow©rir) J, Pex Pex

" Expressions pratiques

Rc = ms .V(GZ/R) et, pour un solide, O (s/r) = I(Q,s)..Q(s/R) +m.QGAV(QeS/R)

n — n_o_,
Nota : Pour un systéme matériel X = USI. : O@QI/R) :ZG(Q,SHR)
1 1

1.7. Torseur dynamique d’un systéme matériel & / repére R
= Définition

R — - - .
{D(Z,R)}z 4 avec : Ra= J-F(P/R).dm et Ows/ir) = .[QPAF(P/R).dm

d /R 0 pex Pex
* Expressions pratiques
- - . da:(QZ/R) - -
Ri=m;TGzr et, Oz = T +my.VoinyV Gzrr)
t

R
1.8. Energie cinétique d’un systéme matériel & / repére R
= Définition

1 ¢=2
Tsipy== |V @wir).dm
PeX
* Expression pratique
1
— Pour un solide S : T():/R)ZE{V(S/R)}®{C(S/R)}

n n n 1
— Pour un systéme matériel X = USi :T():,R) :ZT(SHR) :Z E{V(SHR)}(@{C(S“R)}
1 1

1

2. P.F.D :

2.1 Enoncé:
{D(Z/Rg}:if(f_)):)} Rg : repére galiléen
2.2 Thérémes généraux de la Dynamique (T.G.D):
= Théoréme de la résultante Dynamique T.R.D : mzf:(GZ/Rg) =E(E—>>:)
* Théoréme du Moment Dynamique T.M.D : V(Q point: B(Q,):/R) ZM(Q,E—»:)

2.3 Equation de mouvement
C’est toute équation issue des T.G.D, ne contenant aucune composante
inconnue d’action mécanique (Si l’équation de mouvement est de premier
ordre alors, elle sera appelée : Equation intégrale premiére de mouvement) .

3. ENERGETIQUE :

3.1 Puissance d’action mécanique extérieure

La puissance développé par l’action mécanique du systéme matériel 3; sur le
systéme matériel %,, dans le mouvement de 3, par rapport au repere R, est
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Avec

Fsisor = _[V<P/R)-fM(z1—>zz) dm

MeX2

—

fﬁuz&mn est la densité massique de l’action mécanique de I; sur 3,.

Expression pratique : si X, est un solide S alors

P(Zl—)S/R) = {‘/(S/R) }® {T(ZI—LY) }

3.2 Puissance d’inter efforts entre Il et X2

P(21<—>22) = P(21—>>:2/R) + P(22—>21/R)

Propriété : cette puissance est indépendante du repere R.
Pour deux solides S1 et S2

P(S1<—>32) = P(s1—>s2/s1)= P(s1—>s2/s1)
Définition d’une liaison parfaite : la liaison Lg_g, est parfaite si

et seulement si 0.

(Sletss2) —

3.3 Energie potentielle

Associée 3 une action mécanique extérieure

, 1 1a; 1 . P __dV(EI—>22/R)
C’est le scalaire V yi.52/r) tel que : (SI5X2/R) — -———2;———
Exemple : V(pesamem_)z,R) :'ng'OG): avec O est un point de R.
Associée a des inter efforts

, ) . P __dV(21<—>>:2)

C’est le scalaire V(zi.z2) tel que : Clor2) = 5
dt
1 2 .
Exemples : \Y Ressort de traction = —k.AL" avec K est la raideur du
(D¢ Resson de uction_, 55 9
ressort.
1

2 .
= —c.A@° avec c est la raideur du ressort.

=1 Ressort_de torsion ¥2) 2

3.4 Théoréme de 1l’Energie Cinétique (T.E.C)

. dT /g
Pour un solide S — 2 =p_
dt (5S/Rg)
" dT
. _ (S/Rg) _
Pour un ensemble de solides 2-—' IS; ——;E——-— (iéme-th

1
Avec : P

e ©St la puissance de tous les inter-efforts entre les

solides de .

3.5 Rendement 7] d’un mécanisme

C’est le rapport de la puissance a la sortie P, du mécanisme par la
puissance a son entrée P..

La puissance perdue (Puissance intérieure du mécanisme) est

Pm:Pe(n_l)

1

12



Matrices d’'inertie des solides usuels

Cylindre plein

J>Nl
=2

Surface cylindrique

JNl
=2

Disque plein

1P
N

Disque creux

7§§;>
R

Cerceau circulaire

il

Tige rectiligne

]

Cube

.

Cylindre creux
Z
A
R; = R,
h
G-
h = Ri =0
B A 0 O
I(G,cylindre creux) — 0 A 0
0o 0 C A
R+ R R h =20
A=m (= )
4 1
2
C = m R,”+ R,
2
m : masse ; h=20 et Ri =
G : centre de gravité.
R; = Re =
PR a=>b
Parallélépipede rectangle
z
A
>y
—L —
X c =
_ 0 0
1 G, Parai. Rect) = 0 a’+ ¢* 0
0 0 at+b* ).
(x,y.2) b - c
m : masse ; G : centre de gravité

Surface rectangulaire







Systemes Combinatoires

1. Généralités :
1.1. Variable logique
C’est une grandeur qui ne peut prendre que 2 états possibles (Vraie ou
Faux) .
On associe a ces deux états le nombre 0 ou 1.
1.2. Fonction logique
Elle est représentée par des groupes de variables logiques reliées entre

elles par des opérateurs logiques, et qui ne peut prendre que deux valeurs
0 ou 1.

2. Algebre de BOOLE :
2.1. Opérateurs logiques de base

Convention :
. Opérateur EGALITE ou Interrupteur non actionné : 0
OUI : F )= a Interrupteur actionné : 1

Table de vérité

Schéma électrique a contacts

a Fa | a
0 0
1 1 |
Chronogramme : Symboles logiques
a
A 11 |
Lt
Fa [—
A L—
» L

e Opérateur COMPLEMENT ou NON : F(a)= @

Table de vérité : Schéma électrique a contacts
a
a F(a) | /r
T |
1 0
Chronogramme : Symboles logiques
a
:t
Fa ———{:::X}——
;t
e Opérateur ADDITION ou OU : F(a,b) = a + b
Table de vérité 1 1oai
Schéma électrique & contacts : Symboles logigues
a b F(a,0) , a —
0 0 0 | ___
1 0 1 b
0 1 1
1 1 1
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e Opérateur PRODUIT ou ET : F(a,b) =a . b

Table de vérité : Schéma électrique a contacts
a b F(a,b) , a b
0 0 0 583——
1 0 0
0 1 0
1 1 1
Chronogramme : Symboles logiques
a
A — &
Lt
b
Lt
ES)
y C
ComElément : Opérateur OU EXCLUSIF : F(a,b) = aC)b

Symboles logiques

Table de vérité Remarques
a b | Fan i — o a®pa1 s a#b ;
0 0 0 . a@b=ab+ab ;
1 0 1 D @ @
0 1 1 LarYa Y. a,= e (bit de parité)
1 1 0 e est 1 si le nombre de 1 dans la
combinaison aj;a;..a, est impair

2.2. Théoréme de DEMORGAN

ab=a+b
a+b=ab
2.3. Relations fondamentales de 1l’'algébre de BOOLE
Somme Produit

Commutativité a+b = b+a a.b =Db.a
Associativité a+b+c = a+ (b+c) a.b.c = a.(b.c)
Distributivité a+b.c = (a+b). (a+c) a.(b+c)= a.b + a.c
Elément neutre a+0 = a a.l = a
Complémentation ;+ a =1 5.3 =0
Idempotence ata = a a.a = a
Absorption d’un terme ata.b = a a.(a+b) = a
Multiple de complément a+5.b = a+b a.( ;+b) = a.b
Elément absorbant a+l =1 a.0 =0
Double complémentation 5::a

3. Simplification des équations :
3.1.1. Méthode algébrique

e Principe
Cette méthode consiste a appliquer les relations de 1l’algébre de BOOLE.
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3.1.2. Méthode graphique (tableau de KARNAUGH)

— Pour une fonction a n variables, le tableau de KARNAUGH contient 2"

cases.D’une case a la suivante une seule variable change a la fois
— Porter la valeur de la fonction a l’intérieur de chaque case.
- Faire les regroupements des 1 (Ou des 0).

e Conseils

¢ On ne peut regrouper qu’un nombre de cases
correspondant a une puissance de 2 ;

0 Rechercher les regroupements maxi ;

¢ Rechercher les regroupements en commencant par les
cases qui ne peuvent étre regroupées que d’une seule
maniere ;

¢ Minimiser le nombre des regroupements.

4. Systémes combinatoires :

4.1. Définition
On appelle systéme combinatoire, tout systéme pour lequel les variables
logiques de sortie ne dépendent que des variables logiques d’entrée.

4.2. Méthode de résolution d’'un systéme combinatoire
Troils étapes sont nécessaires
. Identifier les variables d’entrée et de sortie ;
e Dresser la table de vérité ;
e Simplifier les équations.
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Asservissements linéaires
continus invariants

A - DEFINITION :

Un systéme est dit asservi lorsqu’une grandeur de sortie (Action) suit

aussi précisément que possible les variations de la grandeur d’entrée

(Consigne ou Ordre), quelque soient les effets perturbateurs extérieurs.

B - Outils d"analyse :

|B—1. Diagramme fonctionnel - Schéma bloc
Elément Schématisation
Entrée ——4
Sortie |__>

Perturbation |

Systeme ou processus

Nom du

physique

Sommateur ou comparateur

I+

B-2. Transformée de Laplace

Définition
A toute fonction du temps fh)nulle pour t < 0, on fait correspondre une

fonction F;) qu’on appelle : Transformée de Laplace de fb), telle que

Fep) :L[fm} - J- Sy dt
0

Propriétés de la transformée de Laplace

% Superposition linéaire

Aet i cons tantes réelles, f, et g, fonctions :L[/lf(,)+,u g(,)]z/i F,+uG,,

o,

% Dérivation

ar' (@ |_

L[f Y(;)]:pF(p) —f(0+) Avec des conditions initiales nulles :L p
t

% Intégration

n F
Avec des conditions initiales nulles : L[I fbﬁh"}: )
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B3

X Théoréme de la valeur initiale et finale

f(o*) ~lim pF(p) et f(w) =lim pF(p)

p—>oo p—0

< Théoréme du retard :

. _ _ -pT
soit g, =f.r alors G, =e"F,

Transformées de Laplace des signaux usuels

Lo, )= 18 tfu]= 1 s )= 8 L[] =0 s L[

L [sin (wt) u(,)} :192—

)

+@

__ b
5 § L[COS (a)t)u(,)] —m

”(z)} =

|B—3. Fonction de transfert

Définition

La fonction de transfert F.T (ou Transmittance)

d’un systeéme linéaire

continu est le rapport de sa sortie sur son entrée en transformée de

Laplace avec des conditions initiales nulles.

Forme canonique et Caractéristiques d’une fonction de transfert

By l+ap+a,p’ +..

Forme canonique : H =k—.
W " e bp+b,pt ...
» Ordre c’est le degré de son dénominateur ;
» Classe O : c’est le nombre de pbles nuls a l’origine ;
> Gain k =lim p*H
Gain mp Ao

B-4. Relations

fondamentales des systémes bouclés

Schéma bloc minimal (forme canonique)

+ € (p)
E(p) Gp) Sp)
Sy
Rp)
S
» rTcp : G, ; FICR : Ry ;  FTBO :HBO(p):?f(p):(FTCD).(FTCR)
» FTBF : HBF(I,)=i(p):ﬂ
E 1+ FTBO
o FTBO
Pour un systeme a retour unitaire : R, = 1 fIBFw)::I——;aigz;
+
Pp)
Cas de systéme a deux entrées ’
+ € (p)
E ) i Gip) ’ G2 » S

A

pta
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S (p)

= Hip). E(p) — Hz(p)-Pyp)

Avec : H, = GG, (Fonction de transfert vis—-a-vis de la consigne)
" 14 G,.G,.R
H _ G, (Fonction de transfert vis-a-vis de la perturbation)
P14 G.G,R
La fonction de transfert en boucle ouverte est : Hy,  =G.G,R

Théorémes de transformation usuels :

Théoreme

Schéma initial

Schéma transformé

Association
d’ éléments
en série

e_ 3| H; H, |3 S

A 4

Hl'HZ ) s

Association
d’ éléments en
paralleéle

Hy

A

I+

Hy

A 4

I+

Hy Hy

Déplacement
de point de
dérivation en
amont d’un
élément

l

<«— H

Déplacement
de point de
dérivation en
aval d’un
élément

T |~

Déplacement
d’un élément
en aval d’un
comparateur

€2

I+

€2

|-

S

Déplacement
d’un
élément en
amont d’un
comparateur

€1

Permutation
de deux
comparateurs
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B-5. Réponses indicielles des systémes élémentaires

Amplificateur : H , =k

a C
ey : amplitude de 1’échelon a 1'’entrée.
) : 1
Intégrateur de premier ordre : ffw)=:——
S (1)
S
> t
1
. k
Premier ordre fondamental : ff( =
r) 1
+17p
S(t)
k.eo“
0.95ke |----~ oo ---ooa
! |
1
1 ]
1 ]
\ [
| 1
| ! »
T 3r
. k
Deuxieme ordre fondamental » = )
<
1+ p+ P 5
wn wn
S(t) S(t) D ’”ZZ
A A D, =keyeV "
k.e, k.e, /\ N ! 0
\V A P S
] won~1-z?2
» C p
z>1 z <1
> (t)
S A ‘///1.05keo
k.eq P
A
k.e,
y C
— z= 1 systéme, absolument, le plus
z = 1 systéme rapide et sans J2
dépassements rapide
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B-6. Diagrammes de Bode des systémes élémentaires

Amplificateur G Intégrateur Gag
ASB A
20LogK
2 20
» Log »Log
)
4]
e A
» LOGO p» Logw
—90°
Gas Premier ordre Gap
A fondamental A 1
20LogkK 3dB 20LogK
et —
Log
1/1 \\\\
-20
1)
4 1/7
— » Logw
-45 ittffs
-9 >
Deuxieme ordre
fondamental
Notion de pdle dominant :
k

Si T; est tres supérieure devant T,,

un premier ordre fondamental de la forme : Iﬁp)

H, =
1+ T.p).A+T,.p)

alors H(p) peut étre assimilée a

k

C1+T.p

C - Performances d’un systéme asservi :

c-1. Rapidité :

Elle est caractérisée par Ts.,

ou par la largeur de bande passante.

Un systeme est d’autant plus rapide que son Ts, est faible ou que sa bande

passante est large.

4+ Remarques

» Un systéme de premier ordre fondamental est rapide quand sa

constante de temps T est faible ;
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» Un systéme de deuxiéme ordre fondamental est rapide quand sa

pulsation propre M, est grande (pour z fixé).

+ Méthodes de détermination graphique de T,

» Par la définition : Tss est tel que Vit2T,, : 0955, <5, <1055,
» Par la réponse indicielle
s(t) S (t)
A A
k.en
1.05 ke N
0.95 keop-ooonon-—o k.eq 7T A
I 0.95 ke,
| : ° vV !
! !
! 1
: 1
» t ! » T
T5535 T5%
» Par 1’abaque Tss.@, = £(z) : (Pour un deuxiéme ordre fondamental)
» Ts, = 37 : (pour un premier ordre fondamental)
c-2. Précision :
La précision est caractérisée par le signal d’erreur 80).
Un systeme est d’autant plus précis que son signal d’erreur est faible.
On se limitera a l’étude de la précision statique, définie par : £ = hn‘&m
X t — oo
On appelle
» Erreur de position (ou indicielle) : erreur statique pour une entrée échelon ;
» Erreur de tralnage (de poursuite ou de vitesse) : erreur statique pour
une entrée rampe.
+ Erreur statique pour l’entrée principale
ombre d’intégrations en BO
, a30=0 a30=1 (X,Bo=2
Entrée
eU
Echelon : eg. uy, 0 0
1+ kg,
e()
Rampe : eqg.t.uy, 00 0
kBO

+ Erreur pour une entrée perturbation en échelon (ou rampe)

Cette erreur statique serait nulle (donc l’asservissement serait insensible
a la perturbation), s’il existe au moins une (ou deux) intégration en amont

du point d’injection de la perturbation.

c-3. Stabilité :

Définitions :

Définition: un systéme est stable si a une entrée bornée correspond une

sortie bornée.

Condition de stabilité :

Un systéme est stable ssi tous les poles de sa FTBF sont a parties réelles

strictement négatives.
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+ Remarques

Remarque 1 : tout systéme de premier ordre ou de deuxieme ordre

fondamental est stable.

Remarque 2 : si un systéme asservi est stable pour la consigne alors

il 1’est pour la perturbation. (Ses deux FTBF ont le méme dénominateur).

Critéres de stabilité :

+« Critére de ROUTH

Nota : on appellera équation caractéristique d’un systeme asservi, le

dénominateur de sa F.T.B.F égalé a zéro.

> Enoncé du critére de ROUTH

Premiére condition (nécessaire mais pas suffisante)

Tous les coefficients de 1l’équation caractéristique doivent étre du méme

signe.

Deuxiéme condition

Le systeme est stable si tous les termes de la colonne des pivots sont
strictement positifs.

» Construction du tableau de ROUTH

_ m m—1 m-=2
D(p) =B,p" +B, p" +B,.,p +..+B,p+B,
pm Bm Bm—z Bm—4
pm— ! Bm— 1 Bm— 3 Bm— 5
pm—z Cm—2 Cm—4 Cm—6
pm—3 Dm—3 Dm—5 Dm—7
Pl
$—| Colonne des pivots
1
1 Bm Bm—Z 1 Bm Bm—4
avec: Cpp, = — —— i Cada = ——
Bm—l Bm—l Bm—3 m-1 Bm—l Bm—S

£ Critére du revers dans le plan de Bode

Gas - Bo (@)

stable |! Instable
Un S.A est stable en I —\
boucle ouverte, si a la \\ : AN >
pulsation ®_;g0 pour N i ‘\\\\\
I
laquelle la phase en qﬁf“’ !
boucle ouverte est de @100 | @100
. I
-180°, le gain en i
o i
décibels en BO est < 0 —180° !




Marges de stabilité :

+ Détermination analytique des marges de stabilité

La marge de phase MP est définie a la pulsation @®,, pour laquelle

20L0og | Heo(50e) |I= 0 dB, par : MP = 180° + Arg Hzo(jg0).

La marge de gain MG est définie a la pulsation .5, pour laquelle

Arg HBO(jﬁ)*lSO) = -180° y par MG = - 20L0g HBO(jw—lSO)

+ Détermination graphigque des marges de stabilité

Gas - Bo (@)
A

a,
=L°g(m)
MG
Do () \
A

-

180 S Log ()
MP \
-180° | ______ ——

D- Correcteurs :

Correcteur Proportionnel (P) : ¢, =b)1

Toute augmentation du gain en BO provogque une
» BAmélioration de la rapidité et de la précision de
l’asservissement ;

» Détérioration de sa stabilité et de son amortissement.

Correcteur Intégrateur (I) : =k/p

L’'augmenation de la classe en BO provoque une nette amélioration de la
rapidité et de la précisionn de l’asservissement, mais son effet pour la

stabilité est néfaste.

) o 1 k 1+7p

Correcteur proportionnel-intégrateur (P.I): Cpy = kl+—)=— ——
Tp T p
Ce correcteur permet d’améliorer la précision et la rapidité de
l’asservisemnt sans géner sa stabilité.
. . 1+T p
Correcteur a avance de phase : C(p)=K ———— avec: 0< a<l1
I+ aT p

Ce correcteur permet de satisfaire aux exigences de la marge de phase.
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1. Introduction :

L’ensemble du processus industriel va faire naitre des écarts qui sont:

Systeme Domaine du commanditaire Performances
souhaité attendues

Systeme Domaine du laboratoire Performances
réel mesurées

Systéme Domaine de la simulation Performances
simulé simulées

Le principal probleéme de 1l’ingénierie systemes est de faire en sorte que
les écarts entre les performances du produit réel et celles du produit
souhaité par le client soient minimums °?
2. Langage SysML

= Utilité
C’est un langage modélisation permettant de décrire tout ou partie d'un
systéme technique. SysML est aussi un outil de communication.

3. Diagrammes SysML

Diagrammes
Sysml
[

Diagramme
d’activité

[ 1
Diagrammes Diagrammes Diagrammes
Comportementaux d’exigences Structurels

[

blocinterne

‘Diagrammede

“Diagramme
de package

Diagramme Diagramme de
d’états définition de blocs

Diagramme
de séquences

" Diagramme
Paramétrique

Diagrammede
cas d’utilisation

4. Indicateurs des diagrammes au programme des CPGE

uc: diagramme des cas d’utilisation | Stm : diagramme (machine) d’état

req : diagramme des exigences bdd : diagramme de définition des blocs

sd: diagramme de séquence ibd : diagramme des blocs internes

par : diagramme paramétrique

5. Principales relations utilisées et leurs significations

Relation Désignation Signification
A B Association A utilise B
- Dépendance A dépend de B
p . A entre dans la composition de B sans étre indispensable a son
—_— > Agregation .
fonctionnement
cs A entre dans la composition de B et lui est
—’ Composition L.
indispensable
Généralisation A est une sorte de B
@) Contenance B contient A

6. Diagramme de contexte

bdd [Modéle] Data[ Contexte ]J

«systemn»

P . . N P Sys-Reed:
Permet de définir les frontiéres Patient ge=oee |
B parts Reseau EDF
de 1'étude. C -
Répond a la question : « Quels Kinésithérapeute

sont les acteurs et éléments

environnants du systéeme

2 ».

Cabinet médical

Normes
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7 . Diagr e des cas d, utilisat ion (uc) uc [Modéle] Data [ Cas d'utilsation ]|
[E—

C’est un diagramme fonctionnel gqui montre les S a
fonctionnalités offertes par le systeme. I@mwmvv@w\
Il répond a la question : « Quels services rend S g .

inesitherapeute | RCludes
le systeme aux différents acteurs ? ». s
8. Diagramme des exigences (req) = (@L/
C’est un diagramme qui décrit les exigences du )

cahier des charges fonctionnel.
I1 répond a la question : « Quels sont les contraintes et fonctionnalités
du systeme ? »

req [Modsic] Data| Exgences )]

arcquircmerts

Récduguer le3 jambes
1d="1
Teat = "Réaliser une
rééaucation artive des
memaras du patiort en
sallicitant tous les
déplzcements possinles ”

| = s

BnctonaiRsqurements e tor aeglages Morphologie du patient croauiremants
Rééducation des membres ST d="16" d="14" pEmar
l4="1.3" e e Text="Le Kinés térapaute doit Text = "Le Sys-Reeduc dail d="17
Text ="Le systame doit . s Bouvair réaler facilement les s'sdapter & 1a momholosie Tor="Lo systme doit
avoir des performan parametres de ree 2 du patent * TEgondie auxnammes en
mécanigues permetlantla T ™ vigueur
régducalion dun palien” i i

T srefines |srefes | srefnen
crefres | — — — — 1 ! | E x) ,
wrammen | )
i “parforansaagutomants e “roauremerts T
Longueur de la jambe Distance pied cheville b
apectormance aper e FECYTS e sezurte
Rottion de Ia cuisse Effort sur s jambs = s = =pr
=== g Text ="Le gysizme dot Bt e s ptbme ol Text=Distanca enirs le Ml ol
1d="132.1 0="132" E pouvoirc'adaptar 3 dec iy Text ="Elocago du
S e st . pouvoir dadapter & des plal du pied chville el fave
[Text="De 03 150 Text = "Jusau 20N il patients dort la larceur du i) o i [foncionnement en fanciion
e e bassin esl comprise enire o ot de Iz tzille cu patient”
: 370 61600 mm.”

9. Diagramme de séquence (sd)

C’est un diagramme dynamique qui représente les échanges de messages entre
Les signaux ou messages peuvent étre de trois catégories :

Signal Signification Symbole
1’expéditeur attend une 4

Synchrone . —_———— - ——
réponse
; P ; N
Asynchrone l’expedlteur n’attend pas >
réponse <_________

Réflexif interaction interne |

sd [Interaction] Bouillir de l'eau [ Bouil\ir_lJ

: Utilisateur 5= Bouilloire électrique

: 1. Remplir d'eau :

| 2: Appuyer su le bouton ON

3 Voyant allumé

logj |
| o
[Temp_eau=100°C) aulier
|
|
|
|
|
alt !
|
[Mode aufomatique (Temp_eau>100°C]] A —
i
|
B s s e e e - _ _ _
[Mode mal‘luel]
|
|
|
|
|
! 6. Appuyer bouton OFF
7: Voyant eteint
e - — - - I i s e

-1

28



Principaux opérateurs :

® Loop : boucle. Le fragment peut s’exécuter plusieurs fois, et la
condition de garde explicitel’itération ;

® opt : optionnel. Le fragment ne s’exécute que si la condition
fournie est vraie ;

e alt : fragments alternatifs. Seul le fragment possédant la
condition vraie s’exécutera.

® par : fragments paralleles. S’exécutent simultanément ;

® break : la séquence en cours s’interrompt si la condition précisée
est vraie.

10. Diagramme de définition des blocs (bdd)

Décrit la hiérarchie du systéme et les classifications systéme/composant.
Il répond a la question « qui contient quoi ? »

bed [Modak] Data[ Ganeral |

syEtEmy
Sys-Reeduc

=
Capteur deffoits

3 : 3
sblocka ablocks
Capteur fin dc coursc Intcrface homme machine
1

sblocin
Carte do commande

sblochs
Suppart de picd

s I x
biocks
Ensemble Support 1 2 ablacks
= Ensemble Supportd | - |¢naemble upport 2

| I L 1 ] L !

whlocks xblocks «blocks | sblocks «blocks whlocks wblocks | ablocks «biocks | whlocks
Composant Sosh-Retrom Cofrecteur Poulie: L‘DuertE| Variateur Slecironique 1 Motaréducieur CAN Moteur | Codeur |

L i L 1 ! 1 L | ) 1 L I

ablocks
Variateur electronigque
L 1

11. Diagramme des blocs internes (ibd)

Le diagramme ibd permet de représenter les échanges de matiere, information
et énergie entre les éléments (parts) d’un méme bloc.

Les ports sont les points d’interaction offerts et requis entre les blocs.

ibd [System] Sys-Reeduc| Sys-Reeduc lJ

:Interface homme machine

Piotage flexion genou
ﬁ Piotage rotation cheville
4‘—[—'7: Carte de commande : Support de pied

] : Ensemble Support 1

E‘ ) [ :E ble Support 3

Capteur Effort : Capteur fin de course A‘
Effort patient

‘ : Capteur d'efiorts
st aciel— g

IZZDV

12. Diagramme d’état (stm)

Sert a décrire le fonctionnement d'un systéme (ou sous—-systeme) en montrant
les différents états successifs qu’il prend, en fonction des interactions.
Le diagramme d’état répond a la question : « Comment représenter les
différents états du systeme ? »
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state machine Fonctionnement global| @ Fonctionnement clobal ]J

‘}Et__l
( Btat 1 :Systéme en marche

eniry { Démarrage de la carte de commande

= s [ Eat £ : Mode charge
56 Secell L2 entry / Alimentation moteur coupée:

do / Charge batesie
Frise secteur branchée
. ] TP:"Be sectelr branchée
[ Bat2:Mode sécurité . : " Etat 3: Mode pilotage standard |
antry | Alimentation meteur coupée Skge occupé artry | Alimentation motear
c do/ Fiotage standard
Sikge vide
Niveau batterie < 20%
Siege vide Etat 5: Mode pilotage
&conomique

antry | Alimentation moeur B
do / Plliiage économicue: Prise secteur branchee

o

OFF { Couper simentaton motsur | Bleindre carte de cormmands

13. Diagramme paramétrique (par)

Le diagramme paramétrique permet d’intégrer dans le modele des
représentations de contraintes ou d’équations.

par [Constraint Block] Dynamique du véhicule [étude du départ arréte] )

|\f.avant gauche,FI | w.masse |

:Accélération
départ arrété

v.vitesse

Contrainte

(équation)

Paramétre

'variable de 'équation) =~
Iunnt droite.FI

Paramétre d'un bloc




