Exercice 1 :
1)Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants

n ch(n n
w1 b)un = ch((zn)) ¢) un = 7=~ vy ) un =e—(147)
2) Nature de la série de terme général

Inn
n’+ n 41 1 n +3 1
]‘) In (n 2-:- ntl) 2) n + (1) "v/n 3) (2n:1> 4) In(n) In(chn)

Exercice 2

Déterminer la nature de la série de terme général (u ,,) dans les
cas suivants ( )

a) un = ) b) = cos M) (@ > 0) ¢) w = ()
du,=e Vie) = (In(n)) = 0 ) u ,, = tan(n(7 4+ 4V/3)")

U n
gQunp=a'T32 T (a>0) h)u, = AR (p e N)

a) U, =

Exercice 3

1) Soit (ay,) une suite de réels positifs telle que Z ay, converge.
n >0
Etudier la nature des séries suivantes :

I'Z%Q Q'Z T 3'Za”a2" 4'2 o

n >0 n >0 n >0 n >0
2) Soit E an une série réelle.
n >0

a. On suppose Z a, a termes positifs. Montrer que
n >0
si Z a, converge, alors Z a,? converge. La réciproque est-elle vraie ?
n >0 n >0
b. On ne suppose plus Z a, & termes positifs. Montrer a 'aide
n >0
d’un contre-exemple que la convergence de la série Z an
n >0
n’implique pas la convergence de la série Z a,?
n >0
Exercice 4 :
Déterminer la nature de la série de terme général
_J 1/nsin est un carré
tn = { 1/n? sinon

Exercice 5 :
Soient > u, et Y v, deux séries & termes strictement positifs convergentes.
Montrer que les series suivantes sont aussi convergentes

EmaX(Un,’U”), Z \/m et %



“+o0
Exercice 6 : Un calcul de Z n%
n =1
1) Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout entier naturel non
nul n,-% = [ (at? + bt) cos(nt) dt.
n

L=
2) M v bty = )
) Montrer que V¢t €]0, 7], ZCOS( t) = “om(y) 2
k=1

+oo

3) En utilisant le lemme de Lebesgue, déterminer Z n—lz
n =1

Exercice 7 : Séries de Bertrand.

Soient a et B deux réels. Pour n > 2, on pose u, = ——5—.
n *ln Pn

1) Deux exemples : montrer que la série de terme général h;—f,n > 1,
converge et que la série de terme général m, n > 2, diverge.

2) Montrer que si @ < 0, la série de terme général u,, diverge grossierement.

3) Montrer que si 0 < a < 1, la série de terme général u,, diverge.
) Montrer que si a > 1, la série de terme général u,, converge.

5) Dans cette question, o = 1.
)
)

W

a) Montrer que si 8 < 0, la série de terme général u,, diverge.
b) En comparant u,, a une intégrale, montrer que la série de terme général
u, converge si et seulement si > 1.

Exercice 8

1) Déterminer un équivalent de la somme partielle de la série Z
n>1

n o

lorsque o < 1.

2)Déterminer un équivalent du reste de la série Z L

n

lorsque o > 1.

n>1
k=mn
3) On pose S ,, = Z k271+\/E
k=1
Montrer qu'il existe C' € R tel que :S ,, = C — -1 + o(-1)

Exercice 9
Calculer les sommes des séries suivantes apres avoir vérifié leur

convergence.
“+o0 “+o0

DY 2 2)) e 3) Y ot 4 ) e
n=0 n=3 n>1 n >0
+oo . —+oo +oo ( )

n 1 1 2 -n"

5) Z w6 Z (\/nfl T T ﬁ) 7) Z In <1 + = )
n=1 n =2 n =2
+o0 oo "

8) Z In (cos &%) a €0, %[ 9) Z t};?,a € R*.
n =0 n =0

Exercice 10 : (Critére de Cauchy)



Soit Y~ u, une série & termes positifs. On suppose que {/u,, — [ € RT
a) Montrer que si [ > 1 alors Y u, est divergente.

b) Montrer que si [ < 1 alors ) u,, est convergente.

¢) Observer que, lorsque [ = 1, on ne peut rien conclure.

Soit (u,) une suite décroissante réelle.
On suppose que la série Y u,, converge.
n
a) On pose S,, = > ug. Déterminer la limite de Sy, — S,,.
k=0
b) En déduire 2n ug, — 0.
¢) Conclure que nu, — 0.

Exercice 12 :(Régle de Raabe -Duhamel)

Soient (uy) et (v,) deux suites de réels strictement positifs.

a) On suppose qu’a partir d’un certain rang ”Z—:l < U:j—:l
Montrer que u, = O(vy).

b) On suppose que UZ—:l =1-%+o (%) avec o > 1.
Montrer, a I'aide d’une comparaison avec une série de Riemann, que la
série > u, converge.

¢) On suppose cette fois-ci que “Z% =1-%+o0 (%) avec a < 1
Montrer que la série > u, diverge

Exercice 13 :
Déterminer la nature de  u,, pour :

&) un = 737 D) un = G ¢ =1 (14 () ) = cos (rvit 1)




1
QL) Narure et calcyl defa Somme de la série T L;E}—
k=1

a) Etablir]a convergence de la série - !:”—k
k1

b) Soit x> — —letnen®,
i) Montrer que = Elhl]i'xk + [_'”"'Ii
= +x°

if) Endédmreque!n[Hx E( kel +rI I}"fI i dr.
b+l n L+t
€) Montrer que [In(2) + 3 tTlL < . Conclure, K
k=1

Dans la suire de cetre partie, x désigne un réel fixé dans Uintervalle |0; 2n|.

ﬂ] Soit ne N onnote M,, = E dex Si i r que M
] n B, + 2l IIrIE la somm : i
. P e Mn. En déduire i n' -—,<‘ IELU-[T” .

_ n &
b) Seit nem®, on noteS, = ¥ bl
k=1 =
n
- MM
i) Enremarquant ques, =1"'_ ——=!, montrerque §,, = %‘—
=]
fl.il-

ii) Etablir la convergence de la série E R
= ]

¢) Endéd I =
eduire que la série }. “— est wnve?geme Est-elle absolument convergente?
k=1

Q3) a) Soit fune funcnnn de classe €' sur [a; b] (a< b), et A > 0. A Faide d'une i intégration par par-
b

ties (i détailler), montrer qu'il existe une constante K (A préciser) Ieijequef '“f{r]dtl
~
e

. .b 3
b) Endéduire lim e f(r)dr

A—+oa fq
il o1
Q4) SoitneN® etz [0;2n], onnote Dy(r) = ) '™

4 8 1)k=
a) Montrer que Dy, est continue sur [0; 1], etquef D.(f)dt= {_J_l_
0 = Lk

I
il %!:_.?n;r

b) Montrer que pour ¢ €]0;2n[, D, (1) = 2isin(l)

EJ ke

Q5) SoitneN®erS, = E

a} Montrer que S, = i D”[r}dr-i- ): =
k=

n i €”"+ il 1 n E,i.
b) En déduire que §,, = ud 1 f —dt+=
i S et TRl e

L

g'z

mn
¢) Calculer 21 f
X

'd) En déduire que t}_'_ T = —In(2sin(3)) + e
=1

: Zdimdeaserms }: + Et

sin(3)

kx-;




