
Exercice 1 :
1)D�eterminer la nature des s�eries dont les termes g�en�eraux sont les suivants

a) un =
n

n2+1 b) un =
ch(n)
ch(2n) c) un =

1p
n2�1�

1p
n2+1

d) un = e�(1+ 1
n )
n

2) Nature de la s�erie de terme g�en�eral

1) ln
�
n2+ n +1
n 2+ n �1

�
2) 1

n + (�1) n
p
n

3)
�
n +3
2n +1

�lnn
4) 1

ln(n) ln(chn)

Exercice 2
D�eterminer la nature de la s�erie de terme g�en�eral (u n) dans les
cas suivants :
a) u n =

sin( 1
n )p

n+1
b) u n = cos

n( 1
n � )(� > 0) c) u n = (

1
n )

1+ 1
n

d) u n = e
�
p
n e) u n = (ln(n))

� ln(n) f) u n = tan(�(7 + 4
p
3)n)

g) u n = a
1+ 1

2+:::+
1
n (a > 0) h) u n =

1!+2!+:::+n!
(n+p)! (p 2 N)

Exercice 3

1) Soit (an) une suite de r�eels positifs telle que
X
n � 0

an converge.

Etudier la nature des s�eries suivantes :
1.
X
n � 0

a 2
n 2.

X
n � 0

an
1+ an

3.
X
n � 0

an a2 n 4.
X
n � 0

p
an
n

2) Soit
X
n � 0

an une s�erie r�eelle.

a. On suppose
X
n � 0

an �a termes positifs. Montrer que

si
X
n � 0

an converge, alors
X
n � 0

a 2
n converge. La r�eciproque est-elle vraie ?

b. On ne suppose plus
X
n � 0

an �a termes positifs. Montrer �a l'aide

d'un contre-exemple que la convergence de la s�erie
X
n � 0

an

n'implique pas la convergence de la s�erie
X
n � 0

a 2
n

Exercice 4 :
D�eterminer la nature de la s�erie de terme g�en�eral

un =

�
1=n si n est un carr�e

1=n2 sinon

Exercice 5 :
Soient

P
un et

P
�n deux s�eries �a termes strictement positifs convergentes.

Montrer que les series suivantes sont aussi convergentesP
max(un; vn);

Pp
unvn et

P unvn
un+vn
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Exercice 6 : Un calcul de
+1X
n =1

1
n 2 .

1) D�eterminer deux r�eels a et b tels que, pour tout entier naturel non
nul n, 1n2 =

R �
0

�
at2 + bt

�
cos(nt) dt:

2) Montrer que 8t 2]0; �];
nX
k=1

cos(kt) =
sin( (2n + 1) t

2 )
2 sin( t2 )

� 1
2 :

3) En utilisant le lemme de Lebesgue, d�eterminer
+1X
n =1

1
n 2 .

Exercice 7 : S�eries de Bertrand.
Soient � et � deux r�eels. Pour n � 2, on pose un = 1

n �ln �n
.

1) Deux exemples : montrer que la s�erie de terme g�en�eral lnnn2 ,n � 1,
converge et que la s�erie de terme g�en�eral 1p

n ln2 n
; n � 2, diverge.

2) Montrer que si � < 0, la s�erie de terme g�en�eral un diverge grossi�erement.
3) Montrer que si 0 � � < 1, la s�erie de terme g�en�eral un diverge.
4) Montrer que si � > 1, la s�erie de terme g�en�eral un converge.
5) Dans cette question, � = 1.
a) Montrer que si � � 0, la s�erie de terme g�en�eral un diverge.
b) En comparant un �a une int�egrale, montrer que la s�erie de terme g�en�eral
un converge si et seulement si � > 1.

Exercice 8

1) D�eterminer un �equivalent de la somme partielle de la s�erie
X
n � 1

1
n �

lorsque � � 1.
2)D�eterminer un �equivalent du reste de la s�erie

X
n � 1

1
n � lorsque � > 1.

3) On pose S n =
k = nX
k = 1

1
k 2+

p
k

Montrer qu'il existe C 2 R tel que :S n = C � 1
n + o(

1
n )

Exercice 9
Calculer les sommes des s�eries suivantes apr�es avoir v�eri��e leur
convergence.

1)
+1X
n=0

n +1
3n 2)

+1X
n=3

2n �1
n 3� 4n 3)

X
n � 1

1
n 2+ 3 n 4)

X
n � 0

n
n 4+ n 2+ 1

5)
+1X
n=1

n2

(n �1)! 6)
+1X
n =2

�
1p
n�1 +

1p
n+1

� 2p
n

�
7)

+1X
n =2

ln
�
1 + (�1)n

n

�
8)

+1X
n =0

ln
�
cos a

2n

�
a 2

�
0; �2

�
9)

+1X
n =0

th a
2n

2n ; a 2 R�.

Exercice 10 : (Crit�ere de Cauchy)

2



Soit
P
un une s�erie �a termes positifs. On suppose que n

p
un �! l 2 R+

a) Montrer que si l > 1 alors
P
un est divergente.

b) Montrer que si l < 1 alors
P
un est convergente.

c) Observer que, lorsque l = 1, on ne peut rien conclure.

Exercice 11 :
Soit (un) une suite d�ecroissante r�eelle.
On suppose que la s�erie

P
un converge.

a) On pose Sn =
nP
k=0

uk. D�eterminer la limite de S2n � Sn.

b) En d�eduire 2n u2n �! 0.
c) Conclure que nun �! 0.

Exercice 12 :(R�egle de Raabe -Duhamel)
Soient (un) et (�n) deux suites de r�eels strictement positifs.
a) On suppose qu'�a partir d'un certain rang un+1

un
� �n+1

�n
Montrer que un = O(�n).

b) On suppose que un+1
un

= 1� �
n + o

�
1
n

�
avec � > 1:

Montrer, �a l'aide d'une comparaison avec une s�erie de Riemann, que la
s�erie

P
un converge.

c) On suppose cette fois-ci que un+1
un

= 1� �
n + o

�
1
n

�
avec � < 1

Montrer que la s�erie
P
un diverge

Exercice 13 :
D�eterminer la nature de

P
un pour :

a) un =
(�1)n
n 2+1 b) un =

(�1)np
n+1

c) un = ln
�
1 + (�1)n

n+1

�
d) un = cos

�
�
p
n2 + n+ 1

�
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