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Mathématiques

VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE

O O\~ -

Dans tout ce chapitre, (Q, 9, P) désigne un espace probabilisé.

Quelques rappels

Définition 7.1 - On dit qu’une variable aléatoire réelle sur (Q, o/, P) est une variable
a densité si sa fonction de répartition Fx est :

e continue sur R
* de classe 6! sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points.

Dans ce cas, on appelle densité de X toute fonction positive sur R ne différant de
F}. qu’en un nombre fini de points.

Proposition 7.2 : Soit f une fonction de R dans R. Alors f est la densité d’une variable
aléatoire si et seulement si

* f est continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points

* f est positive sur R.

+0o
. f f(t)dt converge et vaut 1.

Proposition 7.3 : Si X est une variable aléatoire a densité sur (Q,«d,P), et si fx est une
densité de X, alors

Vx € R, Fx(x) = P(X < x) = fx Fx(t)dt.

Plus généralement, Va,b € R

b
Pla< X <b)= f f(t)dt.

Remarque. En particulier, Ya € R, P(X = a) = 0. Ceci implique notamment que X prend
une infinité de valeurs.

All existe! des variables aléatoires qui ne sont ni discrétes, ni 4 densité, méme si cette
année nous nous limiterons 4 ces deux types de variables aléatoires.

1

a
FiGure 7.1- Lien entre
probabilité et intégrale.

! Exercice : trouver une
fonction de répartition qui
n’est ni celle d’une variable
discrete, ni celle d’une va-
riable 4 densité.
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Espérance

Définition 7.4 - Soit X une variable aléatoire 4 densité sur (Q, s/, P). On dit que

o0

Si 'on remplace la somme
par une intégrale et les

P(X = k) par f(x), cette
formule ressemble beaucoup
a celle définissant l'espérance
des variables discretes.

X admet une espérance si xf(x)dx converge absolument. On appelle alors

espérance de X, et on note E(X) le réel défini par

E(X) = f - xf(x)dx.

(o8]

Remarque. En fait, puisque xf(x) est de signe constant sur ] — co0,0[ et sur ]0, o[, cette
intégrale est absolument convergente si et seulement si elle est convergente.

Loi de Cauchy

1
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = — 5. Alors f est continue sur R,
n

| 1+x
positive et : f(x) ~o0 — donc par comparaison 2 une intégrale de Riemann,

+00 +oo
f f(x)dx converge. Par parité de f, on a donc f f(x)dx qui converge et
0 -0

f+°° f(x)dx =2 - f(x)dx
—00 0

Pour A>0,0na 0.3
A
1 1 1 1 24
f ———dx = —Arctan(A) — -—. 0.2
0o T 1 +x2 T A—+oo0 2
On en déduit que -1
+00
x)dx =1, * ‘ ‘ *
f_m &) 4 -2 2 4

de sorte que f est une densité. Soit X une variable aléatoire de densité f.

1 1 +00
On a xf(x) ~e0 — X~ . desorte que f xf(x)dx diverge, et donc X
0

Tl+x%> 7x
n’admet pas d’espérance.

Proposition 7.6 (Linéarité de espérance) : Soient X et Y deux variables aléatoires
a densité admettant une espérance. Alors pour tous A,p € R, la variable aléatoire AX + pY

admet une espérance et
E(AX + ,uY) = AE(X) + ,uE(Y).

Proposition 7.7 : Soient X, Y deux variables aléatoires a densité sur (Q, o, P), admettant
une espérance et telles que 0 < |X| < Y presque sirrement. Alors X admet une espérance et
|[E(X)| < E(Y).

FIGURE 7.2— Densité de la loi

de Cauchy.

Ce résultat, bien qu’intui-
tif, est loin d’étre trivial :
déja il faudrait prouver que
AX + pY est une variable
aléatoire, puis en déterminer
une densité (si elle en admet
une !). Nous admettons donc
ce résultat.

Fonction d’une variable aléatoire

Rappel : Si X est une variable aléatoire de densité fx, alors pour tous a € R*,b € R, aX +b
est encore une variable 4 densité dont une densité est donnée par

1 x—b
x> —f|l——|.
|al a
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Soit X une variable aléatoire suivant la loi £(2). Alors une densité de X est donnée
2e7 six >0
0 sinon

Sil'on pose Y = —=2X + 3, alors Y est une variable 4 densité, dont une densité est
donnée par

par fx(x) =

Folx) = lfx 3—x _ e~ (3-%) si3_Tx >0 _ e six<3
2 2 0 sinon 0 sinon

Proposition 7.9 : Soit X une variable aléatoire réelle sur (Q, <, P), et soit g : X(Q) — R
une fonction continue. Alors g(X) est encore une variable aléatoire réelle sur (Q, <, P).

Si X est une variable aléatoire, alors X2, eX, aX +b sont encore des variables aléatoires.

Ce résultat ne dit pas si g(X) est encore une variable 4 densité, ni comment trouver une
telle densité. Si g est 6! sur X(Q) et strictement monotone, alors on pourrait montrer que
g(X) est encore 2 densité. Dans tous les cas, pour déterminer si g(X) est ou non a densité et
pour déterminer (sous réserve d’existence) 'une de ses densités, on reviendra 2 la définition
en étudiant sa fonction de répartition.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme ([0, 1]), et soit Y = —In(X).
Alors Y(Q) = [0,+0c0], et donc pour x < 0,P(Y < x) = 0.
Pour x > 0, on a, par croissance de la fonction exponentielle,

P(Y<x)=P(-InX <x)=P(nX > —x) = P(X > e 7).

Ore™ e[0,1]etdonc P(X > e*)=1—Fx(e™*)=1—e*.
Ainsi, la fonction de répartition de Y est

0 six <0
Fy(x) = .
1-e six >0
On pourrait prouver qu’il s’agit bien de la fonction de répartition d’une variable
a densité et en trouver une densité en dérivant Fx 12 ou c’est possible, mais il est
plus simple de reconnaitre la fonction de répartition d’une loi exponentielle &(1).
Et donc Y <= &(1).

Théoréme 7.12 (Théoréme de transfert) : Soit X une variable aléatoire admettant
une densité fx nulle en dehors de Ja,b[ (a,b € R), et soit ¢ :]a,b[— R une fonction
continue sauf éventuellement en un nombre fini de points. Alors E(p(X)) existe si et

b
seulement f @(x) fx (x) dx converge absolument. En cas de convergence, on a
a

b
E(p(X)) = f () o) .

Démonstration. Dans le cas oti ¢ est ¢! et strictement monotone, c’est une conséquence

La variable X peut prendre
la valeur 0, ce qui est alors
problématique pour passer
au logarithme. Toutefois,
ceci ne se produit qu’avec
probabilité nulle, et donc n’a
pas de réelle influence.

Si Pon souhaite étre exact, on
n’a qua dire que Y prend la
valeur 0'si X = 0, ce qui ne
changera pas la fonction de
répartition de Y et donc pas
sa loi.

Rappelons que, par définition,
la loi d’une variable aléatoire
est déterminée par sa fonc-
tion de répartition : deux
variables ont méme loi si et
seulement si elles ont méme
fonction de répartition. 11

n’y a donc aucun besoin de
repasser par les densités.
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(non triviale) du théoréme de changement de variables. Le cas général est admis. m

Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre 4, et soit
Y = eX.

N
Alors Y admet une espérance si et seulement si I'intégrale f

) el fx(t)dt =

—00

+00
f el de M dt converge absolument.
0

+00
Or, f e~ =Dt gy converge si et seulementsil—1>0o 1> 1.
0

De plus, dans ce cas, on a alors E(Y) = /1—’11

Corollaire 7.14 = Si X est une variable aléatoire a densité admettant une espérance, alors
poura#OetbeR onaaX+b admet une espérance, et

E(aX +b) = aE(X) + b.

Moments d’ordre supérieur, variance

Définition 7.15 — Soit X une variable aléatoire 2 densité sur (Q, 4, P), de densité
fx, et soit r € N*. On dit que X admet un moment d’ordre r si X" admet une
espérance.

Par le théoréme de transfert, c’est le cas si et seulement si

+00
f x" fx(x) dx converge absolument®. % Comme pour I'espérance,
—00 cette intégrale converge si
. et seulement si elle converge
Dans ce cas, on note m,(X) = E(X"). asbolument.

Proposition 7.16 : Soit X une variable aléatoire a densité sur (Q, <, P) et soit r,q € N¥,
avec q < r. Si X admet un moment d’ordre r, alors X admet un moment d’ordre q.

Démonstration. On a, pour tout x € R, [x|7 < 1 +|x|", et donc

Pl f(x) < fo) + IxI" f ().

+00 +00
Mais f f(t)dt converge, et donc si f |t|" f(t) dt converge®, il en est de méme de 3 Etvaue 1 |
+00 - -
f [t f(¢)dt. O

Remarque. En particulier, une variable aléatoire 2 densité qui admet un moment d’ordre 2
admet une espérance.



Cours 5

Définition 7.17 — Soit X une variable aléatoire réelle de densité f admet une
espérance. On dit que X admet une variance si (X — E(x))? admet une espérance.
D’aprés le théoréme de transfert, c’est le cas si et seulement si

f (x — E(X))* fx(x) dx converge absolument.

Dans ce cas, la variance de X est

V(X) = f_ (x = E(X)* fx(x) dx = E(X = E(X)))

Proposition 7.18 : Si X est une variable aléatoire réelle de densité f admettant une
variance, alors V(X) > 0.
On appelle alors écart-type de X, et on note o(X) le nombre défini

o(X) = JVX).

Démonstration. Notons que la fonction x — (x — E(X )2 f(x) est positive sur R, et donc son
intégrale est positive ou nulle.

De plus, on remarque que V(X) = 0 si et seulement si (x — E(X))?f(x) est nulle en tous les
points de continuité de f.

Puisque x — E(X) ne s’annule que pour x = E(X), cela signifie que f est nulle sauf éven-

tuellement en un nombre fini de points, ce qui implique alors f f(t)dr =0, ce qui est

+00
contradictoire avec f f(t)dt = 1. O

Proposition 7.19 : Soit X une variable aléatoire a densité admettant une variance et
soient a,b € R. Alors aX + b admet une variance et V(aX + b) = a>V(X).

Démonstration. Si a = 0, aX + b est une variable constante, de variance nulle.

. ., 1 x—=>b L. ., . Utiliser le changement de
Sinon, une densité de aX +b est x = — fx [ —— |, les détails sont laissés en exercice. O x b b
|al a variable u = ~——.
a

Proposition 7.20 (Formule de Huygens) : Soit X une variable aléatoire a densité
admettant une variance. Alors X admet une variance si et seulement si X admet un moment
d’ordre 2. Lorsque c’est le cas, on a alors

V(X) = E(X?) - E(X)*.

Démonstration. On a, ¥x € R,

(x — E(X))* fx(x) = (x* = 2xE(X) + E(X)?) fx (x) = x° f(x) = 2xE(X) fx (X) + E(X)* fx (x).

Mais f 2xE(X) fx (x) dx converge et vaut —2E(X)?, et il en est de méme de

00

co +00 On une égalité reliant

f E(X)fo(x) dx = E(X)? f f(t)dt = E(X)?. quatre intégrales, dont deux
—co —o0 convergent. Si la troisieme

converge, alors la quatriéme

Ainsi, f (x — E(X))* fx(x) dx converge si et seulement si f x? fx(x) dx converge. aussi (une somme d'intégrales
—00 —00 COnVergenteS est conver-
En cas de convergence, on a alors gente).
Et inversement si la troisiéme
o0 2 e 5 2 5 5 2 diverge, nécessairement la
VOO = | (- BCOPfx)dx = | xfi(x)dx — 2E(X)* + E(X)? = E(X2) — E(X)?. it v
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Variables centrées, centrées réduites

Définition 7.21 = Une variable aléatoire réelle sur (Q, 4, P) est dite centrée si X

admet une espérance et si E(X) = 0
Une variable aléatoire réelle est dite centrée réduite si X admet une variance et que

E(X)=0et V(X) = 1.

Proposition 7.22 : Si X est une variable aléatoire réelle discréte ou a densité admettant

une espérance, alors X — E(X) est centrée.
B , . , . N N I . 4 N .
SiX est une variable aléatoire réelle discréte ou a densité admettant une variance non nulle?, Cette hypothese est en fait
équivalente a dire que X n’est

X T
alors % &) est centrée réduite. 4
Pas presque certaine.

Démonstration. C’est une conséquence de E(X + a) = E(X) + a et V(aX + b) = aV(X). O

Lois uniformes

Loi uniforme sur [0, 1]
Définition 7.23 — Une variable aléatoire réelle sur (Q, s, P) suit la loi uniforme
sur [0,1] si elle admet pour densité la fonction fx définie par

six €[0,1]

sinon

fx(x) = {(1)

On note alors X < ([0, 1]).

1 .
Proposition 7.24 : Si X < U([0,1]), alors sa fonction de répartition est donnée par
0 six<O0
fx(x)={x si0<x<1. 0.5
1 six>1
0
0 1
1 1 FIGURE 7.3~ La fonction de
Proposition 7.25 : Si X < U([0,1]), alors E(X) = = 5 V(X) = ok répartition de ([0, 1]).
Démonstration. On a (sous réserve de convergence de I'intégrale) :
oo 1 2 1 1 2 i 371/2 1
V(X) =f (x— —) fx(x)dx —f (x— —) dx =f w’du = [u_] = —.
. ) 2 . 3], 12
O
Loi uniforme sur [a,b]
Définition 7.26 — Soient a < b. Une variable aléatoire réelle X suit la ey
loi uniforme sur [a, b] si elle admet pour densité la fonction fx définie -
par
0 six ¢ [a,b]
X) = 1
fx(x) sta<x<b i i
b —da a b

On note alors X < U([a,b]). FIGURE 7.4— Densité de la loi uniforme sur [a, b]
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Remarque. On parle aussi parfois de loi uniforme sur [a,b], sur [a,b[ ou sur ]a,b]. Il sagit
bien de la méme loi, une loi uniforme prenant les valeurs a ou b avec probabilité nulle.

Proposition 7.27 : X < U([a,b)) si et seulement si bfla(X —a) = U([0,1]).

Remarque. Cette formule, associée a la connaissance de la fonction de répartition de
([0,1]) devrait permettre de déterminer la fonction de répartition de X. Mais si 'on se
souvient que cette fonction est afhine par morceaux, vaut O en a et 1 en b, il n’est pas tres
dur de retrouver son expression.

Corollaire 7.28 = Si X < U([a, b)), alors

(b-a)y
1

E(X) = # et V(X) =

1 1 1
Démonstration. On a ke E (—(X - a)) = —FE(X) - ?_ donc

b-a b—a b—a
1 a b—a a+b
E(X)—(b—a)(§+b_ )— > +a= >
1 1 1 (b-a)
De mé —=V|—X-a)= X V(X)) = —2
e méme, ona V(b—a( a)) (b—a)QV( ) donc V(X) 5 o

Lois exponentielles

Définition 7.29 — Soit X une variable aléatoire réelle sur (Q, <, P),
et soit A > 0. On dit que X suit la loi exponentielle de paramétre A si
elle admet pour densité la fonction fx définie par

0 six <0
de ™ six>0

1l s’agit surtout de se rap-
peler quune transformée
afhine d’une loi uniforme suit
encore une loi uniforme.

En effet, si X prend ses
valeurs dans [a, b], alors

X - a prend ses valeurs dans

X
[0, b — a] et donc 7

prend ses valeurs dans [0, 1].

fx(x) = {
015
On note alors X < &(1).

Proposition 7.30 : Si X < &(), alors sa fonction de répartition est donnée par

Fy(x) = 0 six <0
X = l—e™ x>0

1 1
De plus, on a E(X) = 1 et V(X) = FER

Démonstration. Sous réserve de convergence, on a
(o]
E(X?) = f x2Ae M dx.
0
Effectuons le changement de variable t = Ax. Alors

+00 +00 400
29 Ax . _ b\ _pdt 1 2, TG _ 2
fo e d"”fo (7)¢ TA_f Celdi == =0

2 1 1

On en déduit que V(X) = EX?) - EX)\ = = - —= = —. O

A2 2

1.5 2 25 3

FiGURE 7.5- Densités de différentes lois exponentielles

La loi exponentielle est une
des rares lois (avec la loi uni-
forme) dont on sait expliciter
la fonction de répartition, il
faut savoir en profiter.
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Proposition 7.31 : Soit A > 0. Alors X < &(1) & AX — &(1).

Démonstration. Pour x € R, on a

>R

POX < x) P(X<x) 1—e? six >0 1—e™ six>0
K X)= KT = =
A 0 sinon 0 sinon

On reconnait alors la fonction de répartition d’une loi exponentielle de paramétre 1, donc
AX — &(1).

Inversement, on montre de la méme maniére que si AX < &(1), alors X < &(A). o

Lois gamma

Proposition 7.32 : Soit v > 0. Alors

0 six <0

fixe Lxvle™™ gx>0
T(v)

est la densité d’une variable aléatoire.
Si X est une variable aléatoire réelle admettant pour densité f, on dit que X suit la loi y de
paramétre v, et on note X — y(v).

Démonstration. f est continue en tout point de R, sauf peut-étre® en 0, et il est clair que f

est positive. De plus,
f+mf( )d ! fmtv-l Xdx =1
xX)dx = — e Xdx = 1.
—eo T'(v) Jo

Donc f est bien une densité.

O

v=0.1

v=1

1.5 1 =2

=5
1,,
051

1 2 3 4 5 6 7 8

FIGURE 7.6 — Densités de différentes lois .

Remarque. Puisque T'(1) = 1, la loi y(1) n’est autre que la loi £(1).

Proposition 7.33 : Si X < y(v), alors E(X) = v et V(X) = v.

Astuce

Limportant est de savoir
qu'une telle relation existe. Si
on ne sait plus ot se trouve le
2, il est facile de le retrouver
en remarquant qu’il s’agit
d’une transformation affine.

La constante L sert a
I'(v)
garantir que l'intégrale sur R
vaut 1.
Sur le méme principe, on
peut créer une densité 2
partir de toute fonction f
positive sur R, continue sauf
en un nombre fini de points
et d'intégrale convergente en
divisant f par son intégrale
sur R.

5 En fait, pourv > 1, f

est continue en 0. Mais ne
perdons pas de temps 2 le
vérifier : une densité A le
droit d’avoir un nombre fini
de points de discontinuité.

Remarque : notons que
la densité d’une loi y(v) est
bornée si et seulement si
v>1.
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Démonstration. Sous réserve de convergence, on a

EX) = f_wxf(x)dx = ﬁ f;w xx" e dx = r(;(:)l) =
De méme,
o L7 T +2)
E(X ) = F(V) L‘ X e dx = I‘(V) — V(V + 1)

On en déduit que
V(X)= EX?) —EX)P =v(v+1) = v? = .

Lois normales

Définition 7.34 — Soit y € R et o > 0. Alors une variable aléatoire réelle X suit la
loi normale N (i,02) si elle admet pour densité la fonction

fxix— L e_%(%u)z.

o V2

T(v+2)=(w+1I'(v+1).

u=0,0=1
=0,0=2
0.6 K

— = 1,0 = 5

p=-10=1
04
0.2

-4 =35 -3 25 -2 =15 -1 -0.5 3 3.5

Figure 7.7 — Quelques lois normales

Proposition 7.35: Si X — J\/(,u,az), alors pour a,b € R,a# 0, ona

aX +b— N(ap+ b,a202).

X —
En particulier, X < N(p,0?%) & 2R, N(0,1).
o

Démonstration. Si f désigne la densité de N (y,0%), alors une densité de aX + b est donnée
par
l(x — (ap + b))2
x'_)lf(x—b): 1 62 aoc
a a lalo V2

Proposition 7.36 : Si X < N(0,1), alors E(X) = 0 et V(X) = 1. Autrement dit X est
centrée réduite.
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Démonstration. Sous réserve d’existence,

1 +00 2 [
E(XZ) = \/?f xze_x22dx = \/?j; xze_xz/zdx.
JT J—c0 JT

. ., . . 2
Soit A > 0. Alors par intégration par parties, avec u = x, v’ = xe™* 12

4, —x2)2 2,14 A —x2)2 T e 7T
x“e dx = [—xe 2] + e dx — e dx = | =.
0 0 Jo Ao Jo 2

Donc E(X?) = x/Lsz \/g =1, et donc V(X) = E(X?) — E(X)? = E(X?) = 1. O

Corollaire 7.37 = Si X < N (u,02), alors

EX)=pet V(X) = o2

Démonstration. On sait que )% = N(0,1), donc L(E(X) - p) = 0, donc E(X) = p.
De méme, 5 V(X) = 1, donc V(X) = 2. O

Définition 7.38 = On note ® : R — R la fonction de répartition d’une variable

aléatoire X suivant la loi normale centrée réduite N (0,1). C’est-a-dire 15

x 1 2 2

¥x € R,O(x) = f ——e 24
—00 2 0.5 1
Proposition 7.39 : Vx € R,®(-x) = 1 — ®(x). En particulier, ®(0) = % _‘4 _‘2 0 2 4
FIGURE 7.8~ La fonction ®.
Démonstration. On a, par le changement de variable u = —¢
1 > a 1 e s 1 o 1 * 2
CD(—x):—f e’ /2dt=—f e /2du=—f e /2du——f e 2 du = 1-0(x).
V21 J-oo V21 Jx V21 J-oo V21 J-oo

O

Remarques. ® On ne sait pas exprimer ® a l'aide de fonctions usuelles (résultat difficile
prouvé par Liouville vers 1840). En revanche, on sait qu’il s’agit d’une primitive de la
densité d’une loi A (0,1).

X —
e Si X < N(u,0°) alors

donnée par

Et donc on connait @', qui
vaut

p . — () = ——e 12,
— N(0,1) et donc la fonction de répartition de X est V2r

Vx €R, FX(X)=P(X<x)=P(X_“ < x_'u)zcb(x_”).

Produit de convolution

Théoréme 7.40 (Produit de convolution des variables 4 densité) : Soient X et
Y deux variables aléatoires réelles indépendantes sur (Q, <, P), de densités respectives fx et
fv. Notons Z = X + Y. Si la fonction h définie par la relation

Ce théoréme ressemble
+o0 beaucoup au produit de
h(x) = f fx@®) fr(x —t)dt convolution discret : ona
—o0 remplacé la somme par une
intégrale et les P(X = k) par
est définie et continue sauf peut-étre en un nombre fini de points, alors c’est une densité de les densités.
Z,
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Remarques. o Si fx ou fy sont bornées (ce qui est le cas pour une loi uniforme, une loi
exponentielle, une loi normale ou pour une loi y(v) avec v > 1), alors h est automatiquement
définie et continue sauf en un nombre fini de points. p
e Ce résultat est faux sans 'hypothése d’indépendance !

— En pratique

Lorsqu’on aura a utiliser
le produit de convolution,

Exemple 7.41

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur
[0,1], et soit Z = X + Y. Notons f la densité de X, et soit

hx) = f FOfG -1t

Mais f(t)f(x —t) # O si et seulement si

0<t<1 0<
=

< max(0,x — 1) < t < min(1,x).
fet<l ( ) (1,x)

NN

Doncsi x < 0, 0n a h(x) = 0.

x:l
f(x—1t)#0

[ 23

De méme, six — 1> 1 & x > 2, alors h(x) = 0.

o f(H)#0 q

x—1 x

f(x—t)iO‘

Pour x € [0,1], on a

h(x)=f 1x1dt =x.
0

0o J()#0 4
x—1 X
flx—1t)#0

Et pour x €]1,2],
1
h(x)=f Ix1dt=1-(1-x)=2-x.
x—1

Q f(f)i() 1

x—1 X
flx=1t)#0
x six €[0,1]
Ainsi A(x) =42 —x six €[1,2]
0 sinon

Cette fonction est définie et continue sur R, donc Z est une variable aléatoire 2
densité, et une densité de Z est h.

o

il n’y aura jamais aucune
subtilité sur la continuité de
h, et on pourra toujours dire
sans précaution (autre que
l'indépendance !) que h est
une densité de X + Y.

— Méthode

Un dessin permet de se repré-
senter les valeurs de ¢ pour
lesquelles I'intégrande est non
nulle, étape indispensable
avant de se lancer dans le
calcul de I'intégrale. Il faut
alors bien comprendre que
les deux dessins représentent
I’axe des ¢, et imaginer que

x se déplace. 1l s’agit alors de
distinguer (suivant les valeurs
de x) pour quelles valeurs de
t onaalafois f(t) # Oet

flx—1t)#0.
— Explication

Pour tout ¢, on a soit f(¢) =
0, soit f(x — t) = 0, donc le
produit est nul.

— Méthode

Il n’y a aucun besoin de réa-
liser 4 dessins différents (en
cas de besoin, le faire au
brouillon sufhit largement !),
le premier dessin doit per-
mettre de distinguer tous ces
cas, il suffit d’imaginer que x

4 se déplace.

0.5 71

1 2

FIGURE 7.9- La densité h
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Proposition 7.42 : Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles a densité indépendantes
admettant une variance, alors XY admet une espérance, et E(XY) = E(X)E(Y).

Proposition 7.43 : Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles a densité indépendantes La notion de covariance se

admettant une variance, alors X + Y admet une variance et gene.ra,hse aux VaflaPleS a
densité, mais cela dépasse le

VX +Y)=V(X)+ V(Y). cadre du programme d’ECS.

Stabilité des lois y

Proposition 7.44 : Soit vi,v» > 0, et soient X,Y deux variables aléatoires réelles a
densité indépendantes sur le méme espace probabilisé (Q, 4, P) telles que X — y(v1) et
Y = y(n). Alors X +Y < y(vi + v2).

Démonstration. Soit fx une densité de X et fy une densité de Y. Soit alors

wo= [ o

. . e . N D’apres le théoréme de
Nous admettrons que cette fonction est bien définie et continue sauf peut-étre en 0, de pres 1€ theo
COnVOlUthn, cest automa-

sorte qu’il s’agit de la densité de Z. tique si Pune des deux den-

sités est bornée, ce qui est le
cassivy = 1ouwvy > 1.

S
3
fr(x—1)#0

Six < 0, alors h(x) = 0, car on ne peut avoir 2 la fois t > 0 et x —t > 0 (fx et fy sont nulles
sur R_).
Six > 0, alors fx(¢)fy(x —t) =0 pour t < 0etx—t <0, soit t £]0,x[, de sorte que

1 * 1 x
h — f tv1—1 —t =1 _—t—(x—t) dt = f tV]—1 —t w-1_-x dt
= foorem Jy T foorom Jy 0 670

Procédons au changement de variable u = £. On a alors
x 1
f 17 x - t)V2_1e_x dt = e X1+l f w1 —w) ! du.
0 0

Posons B(vy,12) = fol w1 —u)2"'du e R.
+00

Puisque h est une densité, on a f h(x)dx = 1 et donc

—00

B(vi,v2) [* _ B(vi,w)I'(v1 +12)

v1+v2—1e—x dx

= — = X =
TL(v)I(v2) Jo T(v)I'(v2)
Ainsi, B(vi, ) = % On en déduit que
1 -
Vx > 0.h(x) = B(vi,va)x"1*v2lemx _ 1 T
TL(v)I(v2) T(vi +v2)
On reconnait alors la densité de la loi y(vi +1»), donc Z < y(vi + v2). ]

Remargque. Sil'on se souvient que la somme de deux lois y est encore une loi y, il est facile
de retrouver le résultat par linéarité de I'espérance : une loi y est caractérisée par son
espérance, et si X + Y suit une loi y, son paramétre est nécessairement E(X) + E(Y) = vy + 2.

Corollaire 7.45 - Si X et Y sont indépendantes et suivent la loi €(1), alors X +Y < y(2).

Démonstration. X — &(1) © X — y(1). O



Cours

13

Stabilité des lois normales

Proposition 7.46 : Soient X,Y deux variables aléatoires réelles indépendantes sur
(Q,d,P) telles que X — N(p1,07) et Y < N(pa,03). Alors

X+YL>LN(;11+;12,012+022).

Démonstration. Commengons par le cas ot X et Y sont toutes deux centrées, c’est-a-dire si
p1 = pz = 0. Alors une densité de Z = X + Y est donnée par

+oo ifp )\ _1fx=t)’ 207 +00 _1(ﬁ+ﬁ_m)
b= —— [ e &) z(az)dtzuf e

010227 J_o 270102 J_oo
Mais
2 2 2xt ol+os x
S+ 2p2 T
2 2 > T T 22 2
o 0 9 019, )
En posant o = /o7 + 05, ona
2, 2 2 2.2
> 2 2xt oj+oy, x ot xoi x“o;
St S = St s -] -
of o5 o, 0703 03 0102 020 ol
de sorte que
1 _x2 1_112 +00 (o  xop)?
_ 202 o2 _2(610")_0‘270')
h(x) = —e % e 2 dt.
2mo10n oo
s 1: . o Xo1 . 0102
Réalisons le changement de variable afhine u = ——t — —, soit dt = ——du. Alors
0102 020 o

2 o?
1 _xi(1_i1) ©0 2 g1 0 1 _ x2 +00 5 1 _ x2
h(x) = ——e 2\ < e A0y = — o e 2y = e 207
2ro102 oo o 2o oo o V2r

On a bien 1 la densité de la loi normale & (0,52).

Dans le cas général, si X < N (uy,07), alors X — py < N(0,07). De méme, Y — pip <
N(0,02).
On aalors (X +Y) = (1 + p12) = N(0,07 + 02) et donc

X+Y;>§N(012+022).
|

/\ On n’ajoute pas les écart-types, mais bien les variances. Par conséquent, I'écart-type

de X +Yest \Jo7 +03.

Remarque. Comme pour les lois y, il suffit en fait de se rappeler que la somme de deux lois
normales indépendantes est encore une loi normale.

Alors son espérance sera forcément la somme des espérances (par linéarité de I'espérance)
et sa variance sera la somme des variances (car X et Y sont indépendantes).
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